1. PRODUCTO ESCALAR. ESPACIO EUCLIDEO

Muchos de los fenémenos que se investigan en la geometria utilizan no-
ciones como las de longitud de un vector y angulo entre vectores. Para intro-
ducir estos dos conceptos en los R-espacios vectoriales se define el producto
escalar. Un R-espacio vectorial al que se asigna un producto escalar se de-
nomina espacio vectorial euclideo. En este capitulo trabajaremos, principal-
mente, con R-espacios vectoriales euclideos de dimensién finita.

1.1. PRODUCTO ESCALAR. LONGITUDES Y ANGULOS

Definiciéon 1. (Producto escalar. Espacio vectorial euclideo.)

Sea V' un R-espacio vectorial. Un producto escalar asociado a V' es una
aplicacion (, ) : V x V. — R que verifica las propiedades siguientes:

1. (u,v) = (v,u) para todo u,v € V.

2. (u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V.

3. (Au,v) = XNu,v) para todo u,v € V, A € R.

4. {u,u) > 0 para todo u # 0.

Diremos entonces que el par (V,(,)) es un espacio vectorial euclideo.

Si la aplicacion (, ) cumple las propiedades 1, 2 y 3 decimos que es una

forma bilineal simétrica. Si, ademds, cumple la propiedad 4, se dice que es
definida positiva y se habla de producto escalar asociado a V.

Proposicion 1. Si A es una matriz n X n definida positiva (simétrica y con
todos los autovalores reales y positivos), entonces

(X,Y) = X"AY, con X,Y € R"

define un producto escalar en R™. De hecho, todos los productos escalares
definidos en espacios vectoriales de dimension finita tendrdn una expresion
matricial de este tipo.

Para determinar si la matriz A es definida positiva, existen varios criterios
que no requieren del célculo del signo de los autovalores. Enunciamos uno en
la siguiente proposicién.

Proposicion 2. (Criterio de Sylvester)
Sea A € M, (R) simétrica y sea A; = Det(A;), donde

ap - a1

a1 Qg

Entonces A es definida positiva si y sélo si A; > 0 para todoi=1,...,n.
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Propiedades.

a) {v,0) =0 para todo v € V.
b) (A\u+ pv,w) = Mu,w) + p{v, w) para todo u,v,w € V, \,u € R.

¢) (v,v) =0siy solosiv=0.

Definicién 2. Un ejemplo de espacio vectorial euclideo, y que serd el mds
utilizado por nosotros, es el espacio vectorial V. = R", al que asociamos el
producto escalar usual que se define del siguiente modo:

Dados x,y € R™ con x = (x1,...,2n) ey = (Y1,---,Yn),

(x,y) = 191 + Toy2 + - - + TnYn.

Definiciéon 3. (Norma o mddulo. Distancia)
La longitud, norma o médulo de un vector v € V' se define como

[o]] = V/{w, v)

Si ||v]| = 1, se dice que v es unitario.
La distancia entre dos vectores u,v € V' se define como

d(u,v) = |lu—vl|
Propiedades.
1. |lv]| >0y |lv|| =0 siy solosiv=0.
2. || Av]| = |A|||lv|| para todo A € R y para todo v € V.

3. Para todo u,v € V, |lu+ v|| < ||ul| + ||v||. Esta propiedad se conoce
como desigualdad triangular o de Minkowski.

4. Dado v # 0, [o7 ©s un vector unitario.

5. Para todo u,v € V, |{u,v)| < ||ull/||v]. Esta propiedad se conoce como
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Definicién 4. (Angulo entre dos vectores. Ortogonalidad)

i) Para todo par de vectores no nulos u,v € V, el angulo entre u y v se

define como el 1unico nimero 6 € [0, 7] tal que cosf = %

it) Dados u,v € V no nulos, diremos que son ortogonales o perpendi-
culares si (u,v) = 0. Obsérvese que u,v son ortogonales si y sdlo si
cos = 0, siendo 0 el dngulo entre u y v, lo que es equivalente a decir
que 0 = /2.

i11) Una base B de vectores de V' es ortogonal si sus vectores son ortogo-
nales entre si. Si los vectores de B son ademds unitarios, entonces se
dice que la base es ortonormal.
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Propiedades.
1. Si {uy,...,ux} son vectores no nulos de V, ortogonales entre si, en-
tonces son linealmente independientes.
2. Si B = {u1,...,up} es una base ortogonal de V, entonces B’ =
{m, cee ”Z—Z”} es una base ortonormal de V.
Proposicion 3. Sea B = {ey,...,en} una base ortogonal del espacio vecto-

rial euclideo V. Entonces, dado x € V,

<-T7 €1> <'1:7 €n>
= e+ -+ e
le1][? lenl? "
esto es, xp = (T1,...,Ty) CON T; = f"’;jlﬁ A las coordenadas x; se les llama
1

coeficientes de Fourier de x con respecto a la base ortogonal B.

1.2. METODO DE GRAM-SCHMIDT. PROYECCIONES

Teorema 1. (Gram-Schmidt) Dada una base B = {uy,...,uy} de un espa-
cio vectorial euclideo V', existe una base ortogonal B' = {ey, ... ey} tal que
L(ui,...,up) = L(ey,...,e.) para todo r = 1,...,n. Los vectores de la base
B’ serdn:

€1 = U

uz,e1
ey = U9 — <||61||2>61
_ _ (un,e1) . (un,en—1)

v T T e Ten—1]? Pt

Corolario 1. Si{w;,...,w,} es un conjunto ortogonal de vectores no nulos

de V', entonces existe una extension a una base ortogonal.

Definicién 5. (Subespacios ortogonales. Complemento ortogonal)

i) Un wvector no nulo v € V se dice que es ortogonal a un subespacio
vectorial W de V', denotado porv L W, si (v,w) = 0 para todo w € W.
Esto equivale a probar que v es ortogonal a los vectores de una base de
w.

ii) Dos subespacios vectoriales Wy, Wa de V' se dicen ortogonales, algo que
denotaremos por Wi 1. Wa, si para todo w1 € Wy y we € Wy se tiene
que (w1, ws) = 0. Esto equivale a probar que los vectores de una base
de W1 son ortogonales a los vectores de una base de Wi.

ii1) Si W es un subespacio vectorial de V' de dimension k < n, el conjunto

Wt ={veV:(v,w) =0 para todo w € W}
es un subespacio vectorial de V de dimension n — k y se denomina
complemento ortogonal de W. De hecho, V. =W @ W+.



4 1 PRODUCTO ESCALAR. ESPACIO EUCLIDEO

Definiciéon 6. (Proyeccion ortogonal)

Sea W un subespacio vectorial de V.. Como V. =W @ W, resulta que
todo v € V se puede escribir de modo unico como v =w +u con w € W y
u € W, El vector w recibe el nombre de proyeccion ortogonal de v sobre W
y se denota por w = Py (v), mientras que u es la proyeccion ortogonal de v
sobre W= y se escribe u = Py1(v).

El siguiente resultado proporciona un método rapido para calcular proyec-
ciones ortogonales sobre un subespacio vectorial.

Proposicion 4. Sea W un subespacio vectorial de V' y sea v € V. St By =
{wi,...,w,} es una base ortogonal de W, entonces, la proyeccion ortogonal
de v sobre W es

<’U,’LU1> <U7w7'>
wy + -+ w
[Jwr |2 w27

Py (v) =
Teorema 2. (Teorema de aproximacion)

Sea W un subespacio vectorial de dimension finita del espacio euclideo V.
Siv eV, entonces Py (v) es el vector de W mds prozimo a v. Esto significa
que

d(v, Py (v)) < d(v,w) para todo w € W, w # Py (v)
1.3. APLICACION: DESARROLLOS DE FOURIER

Denotamos por C[—m, 7] al R-espacio vectorial de funciones continuas en
el intervalo [—, 7], dotado del producto escalar siguiente:

(fr9)= | [flo)g(z)dx
El conjunto de vectores de C[—m, 7],

{1,senz, cos z,sen(2z), cos(2z), . .. },

es un conjunto ortogonal, esto es,
(sen(mx),sen(nx)) =0sim#n
(cos(mz),cos(nx)) =0sim#n

(sen(mx), cos(nz)) = 0 para todo m,n >0

Téngase en cuenta que 1 = cos(0x) esta incluida en estas expresiones.
Por otro lado,
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1112 = (1,1) = /12d:U:27T

—T

| sen(kz)||? = (sen(kz), sen(kz)) = / sen?(kx)de=n Yk=1,2,...

—T

| cos(kz)||* = (cos(kx), cos(kx)) = / cos’(kx)de =7 Yk=1,2,...
Las comprobaciones de estas afirmaciones se dejan al lector.
Considérese el subespacio vectorial de V' = C[—m, 7],

W, = L{1,senz, cos z,sen(2z), cos(2x), . . ., sen(nx), cos(nz) }

Dada una funcion f € V, se definen los coeficientes de Fourier de f como:

o = 11\\2‘ /f
1

(f, cos(kx)) B
(f,sen(kz))
bk W = / f Sen(k.f) dr k= 1 2

Observacion. Si la funcién f es par (f(—z) = f(z) para todo x) o impar
(f(—x) = —f(x) para todo z), el célculo de los coeficientes de Fourier se
simplifica notablemente. Asi:

a) Si f es par, entonces f(z)sen(kz) es impar, de modo que by = 0.
b) Si f es impar, entonces f(z)cos(kx) es impar, de modo que aj = 0.
Debido al teorema de aproximacion, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 3. Sea f € C[—7, 7] y sean ag, a1, az,...,b1,ba, ... los coeficientes
de Fourier de f. Entonces,

fn=Pw, (f) =ap+ aj cosx + by senx + ag cos(2x) + b sen(2z) + - - -
-+ + ap, cos(nz) + by, sen(nx)
es una funcion perteneciente a
W, = L{1,sen z, cos z,sen(2x), cos(2z), . ..,sen(nx), cos(nz) }.

Podemos afirmar que f,, es la funcion de W, mds prézima a f, ya que

d(f, fn) < d(f,g) para toda g € Wy, g # fn
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La funcion f,, = Pw, (f) es la aproximacion de Fourier de orden n a la
funcién f.
Otros resultados en esta linea son los que siguen:

Teorema 4. Sea f € C[—m,n]. Dado que
WicWw,cwsc...cWw,c---
resulta
If = fll=f = Ll = If = fall = = lf = full = -
De hecho, ||f — full = 0 cuando n — cc.

Teorema 5. Dada f € C|—m, 7|, se tiene que fn(z) — f(x) cuando n — oo
para todo x € (—m,m).



