1. DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

1.1. DERIVADAS DIRECCIONALES Y PARCIALES

Definicion 1.1. Sea f : R" — R, a € R" y v € R". Se define la derivada
direccional de f en a y en la direccion de v como:

Dof(@) = lim (a+hpig) — 7@

v
h—0 h

Si U es unitario, tenemos

Definicién 1.2. Derivadas parciales.
Sea f:R"™ — R ya € R"™. Entonces se define la derivada parcial i-ésima
en a como

0 he) —
8;2 (@) = D, f(a) = lim fla+ eh) f@
= lim f(ala 7a7,+h, "70/11) f(a17 7a/n)
h—0 h
siendo €; = (0,..., 1 ,...,0) el vector candnico i-ésimo (||&;]| = 1).

Denotamos a las derivadas de segundo orden por

*r o (of
aCCZ'a’L‘j N 8:1/‘1 8mj

Se ha derivado primero con respecto a x; y luego con respecto a ;.

827f B 0% f 0 [of
8x? © Qxi0z; Oz \ Oy

Se ha derivado dos veces con respecto a x;.

Teorema 1.1. Derivadas parciales miztas. Teorema de Schwarz.

of of o*f  &f
R - R —
Sea f - tal que al‘zﬁ 81']" 81‘18]@'7 81']6.%'1

son continuas en un

entorno de a. Entonces

?f 0?f
a) = a)

axial‘j N 895]6951
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1.2. GRADIENTES Y DIFERENCIABILIDAD

Definicién 1.3. Sea f: R" — R y a € R™. Entonces se define el gradiente
de f en a como

Vi@ = (gl @ (@)

Para que exista V f(a) deben existir todas las derivadas parciales en a.

Definicién 1.4. Sea f : R" — R y a € R™. Se dice que f es diferenciable
en a si se verifica que:

1. 3 / (@) para todoi=1,...,n 2. lim flath) - f_(a) — Vi@h =0
o h—0 IRl
La propiedad 2. también se escribe como lim @) - f(c|z|)_— V_f|(a)(:n —a) =
T—a Tr—a
0

En tal caso, la diferencial de f en a se define como la aplicacion lineal
Df(a):R™ — R tal que Df(a)(z) = Vf(a)z.

Propiedades. Sea f : R™ — R con a € R".

1. Si f es diferenciable en a, f es continua en a. El reciproco es falso
(f(x,y) = \/|zy| es continua en a = (0, 0) pero no diferenciable).

2. Si existe ¥ € R™ tal que 7 Dy f(@), entonces f no es diferenciable en a.

3. Si %(j) son continuas en un entorno de a, entonces f es diferenciable
K3
en a (el reciproco es falso).

4. Sean f,g:R™ — R diferenciables en a € R™. Entonces
4.1. D(f +g)(a) = Df(a) + Dg(a)
1.2. D(fg)(@) = g(@)Df(a) + f(a)Dg(a)

43. D (5) (@) = g(a)Df(‘;)(;)fQ(a)Dg(a)

En la regla del cociente se supone que g(a) # 0.

Teorema 1.2. Sea f : R® — R diferenciable en a € R™ y sea u € R™ un
vector unitarto. Entonces

Dyf(a) =V f(a)u (producto escalar)

Si 4 no es unitario,

‘Ql

Dﬂf(a) = Vf(a) ”

Sl
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Como corolario de este resultado, se tiene que el valor mdximo de las
derivadas direccionales de f en a se alcanza en la direccion del vector gra-
diente V f(a), y el valor absoluto de esa derivada direccional es

| Da,mazf (a)] = [V f(@)]|

Otro hecho destacable es que, dada f : R? — R, el vector gradiente
Vf(a), que supondremos no nulo, es perpendicular a la curva de nivel de
z = f(z,y) que pasa por a.

De igual modo, dada f : R* — R | el vector gradiente V f(@) es perpen-
dicular a la superficie de nivel de t = f(z,y, 2) que pasa por a.

Definiciéon 1.5. Sea f: R" - R™ cona € R™ y f = (f1,..., fm). Entonces
se dice que f es diferenciable en a si f; es diferenciable a para todo i =
1,...,m. En tal caso, la diferencial de f en a se define como la aplicacion

lineal Df(a) : R — R™

@ - @
pf@@=| = ¢ i |z
@ o He@

A la matriz anterior se le llama matriz jacobiana de f en a y se denota

por Jf(a).

Regla de la cadena. Sean f : R" — R™ y g : R™ — RP? tales que go f esté
definida, f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a). Entonces g o f
es diferenciable en a 'y D(go f)(a) = Dg(f(a))Df(a).

Casos particulares de la regla de la cadena.

Caso 1. Sea z = f(x,y) una funcion diferenciable de variables x e y, con
x = g(t),y = h(t) funciones diferenciables de variable ¢. Entonces z es una
funcién diferenciable de t con

dz_0fdw  0f dy
dt — Oxdt  Oydt

dz_é)zdfx 82@

o, de modo equivalente, T B + oy di

Escrito matricialmente, se tiene
4z _ ( 2 2 ) < Zd% >
- 0. 0 Y
dt € oy @
Caso 2. Sea z = f(z,y) una funcion diferenciable de variables x e y, con

x = g(s,t),y = h(s,t) funciones diferenciables de variables s y t. Entonces,

0: _0:z00 020y
ds Oxds  OyOs
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0z _ 0200 020y
ot  Ox ot 0Oy ot

Escrito matricialmente, queda

9 9 6) 0 & &
z
(% 5)=(% %)(4 4)
t

Js

Teorema 1.3. Teorema de la funcidn implicita.

Supongamos que F : R"T! — R tiene derivadas parciales continuas y que
el punto (Zo, 20) € R (con T € R™ y 29 € R) cumple que F(Zo,20) =0 y
%—Z(io, 20) # 0. Entonces, la ecuacion F(Z,z) = 0 define, en un entorno del
punto (Zo,20), a z como funcion implicita de T, esto es, se puede encontrar
una funcion (dnica y diferenciable) f(Z) = z definida en un entorno V de Ty

que cumple F(z, f(z)) =0VZ € V. La funcion f tendrd derivadas parciales:

oF
of 0z oz, . _
S~ By~ 0F coni=1,...,nyx=(T1,...,Ty)
i i 5

Teorema 1.4. Teorema de la funcion inversa.

Sea f = (f1,...,fn): R" = R™ tal que f; tiene derivadas parciales con-
tinuas para todo i =1,...,n y sea f(Zg) = go. Si el determinante jacobiano
|Jf(Zo)| es distinto de cero, entonces la funcion f admite inversa f=1 en un
entorno de o = f(Zo). La funcion f~1 tiene derivadas parciales continuas.

1.3. APLICACIONES
1.3.1. Derivadas direccionales maximas

Para una funcién diferenciable f : R™ — R el valor méximo de las
derivadas direccionales de f en a se alcanza en la direccion del vector gra-
diente V f(a) y el valor absoluto de ésta es | Dy maxf(a)| = ||V f(a)||.

1.3.2. Estimacién por incremento y diferencial total

Definiciéon 1.6. Diferencial total de y = f(x1,...,2,).

Siy= f(x1,...,2n) y Azx1,...,Ax, son incrementos de x1,...,Ty, las
diferenciales de las variables independientes x1, ..., x, sondxy = Axq,...,dx, =
Axy y la diferencial total de [ se define como:

of of
df = —dz1+ -+ —dx

Se verifica que si Axy,..., Ax, son pequenos, entonces

of of

Ay:a—xlAm—i—--'-ﬁ-a—%A:pn
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1.3.3. Geometria diferencial

1. Planos tangentes y rectas normales a una superficie.

Sea S una superficie definida en R? por la ecuacion F(x,y,2) = 0y
sea a = (a1,az2,a3) € S (F(a) = 0). Entonces, si F' es diferenciable en
a, el plano tangente a S en a es:

T= (- a) o @+ - ey (@) + (- (@) =0)

Observacion 1.1. Un vector normal al plano tangente a S en a es
VF(a), y la recta normal a S en a es

r = a1+ )\%(&)
r=<{ y = as+ )\%—Z(d)
zZ = a3+ A%(d)

con \ € R.

2. Recta tangente y plano normal a una curva en el espacio.

Sea C una curva en el espacio definida por la interseccion de dos su-
perficies

c_ F(x,y,2) =0
| G(z,y,2) =0

y sea p = (p1,p2,p3) € C (F(p) = G(p) = 0) con f y G diferenciables
en p. Entonces, el vector tangente a C en p es 4 = (ug, uz2, u3)

E S
i=VF(p) xVGp) =| 5Em) G0 50 | =
%p) %(p) 9 (p)
:Q R0 _‘%i(ﬁ) L) || &o %5(10))
%) D | | e Eom) || 20 o)
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La recta tangente a C en p es

T =p;+ Iy
=9 Y=p2+Aug
z = p3 + Aug

con A € R.

e R )

2 "pg 08 1 12 14
X

El plano normal a C en p es

m={(x — p1)ur + (y — p2)uz + (2 — p3)ug = 0}

1.3.4. Extremos relativos
Definicién 1.7. Sea f: R®™ — R y a € R™. Entonces se dice que f alcanza

en a:

1. Un mdximo local si existe una bola B(a,€) centrada en a y de radio
€ >0 tal que f(z) < f(a) para todo T € B(a,e).

2. Un minimo local si 3 B(a,¢€) tal que f(Z) > f(a) para todo T € B(a,¢).
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3. Un punto de ensilladura si para todo € > 0 existen T,y € B(a,¢€) tales

que f(z) > f(a) y f(y) < f(a).

Definicion 1.8. Sea f : R™ — R. Se dice que f tiene un punto critico en a
si Vf(a) =0 o no existe alguna de las derivadas parciales g—i(a).

Observacion 1.2. Dada la superficie S de ecuacion z = f(x,y) (implici-
tamente F(x,y,z) = 0 con F(z,y,2) = f(x,y) — z) y dado a = (a1,a2), el
plano tangente en p = (a1, a9, f(a1,a2)) €S es

7= (o - ) L@ + (- az) g (@) (2~ (@) = 0)

Si f tiene un punto critico en a, el plano tangente serd z = ag = f(a)
(plano horizontal), ya que %(d) = g—g(d) = 0. Por tanto, una condicion
necesaria para que [ tenga en a un extremo relativo es que a sea un punto

critico de f.

Analisis de los puntos criticos

Definicién 1.9. Sea f : R" — R y a € R™ tal que existen y son continuas
2
las derivadas de segundo orden 62ng para todo i,5 = 1,...,n en B(a,e).

Entonces se define la matriz hessiana de f en a como

2 2
@ - aa@ oy
e = aafE a?fE - <3$i893j (a)> '
i (@) gz (@)

Por el teorema de Schwarz, la matriz hessiana es simétrica. Llamaremos
hesstano de f en a al determinante de la matriz hessiana.

Teorema 1.5. En las condiciones de la definicion anterior, sea a un punto
critico de f. Entonces:

1. Si Hy(a) es definida positiva, f tiene un minimo local en a.
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2. Si Hy(a) es definida negativa, f tiene un mdzimo local en a.

3. Si H¢(a) es indefinida, f tiene un punto de ensilladura en a.

Corolario 1.1. Sea f : R? = R en las condiciones de la dltima definicion y
sea a un punto critico de f con

Hf(a):<g g)

y |Hy(a)| = D. Entonces:

1. Si D <0, f tiene un punto de ensilladura en a.
2. 851D >0y A>0, f tiene un minimo local en a.
3.5 D>0yA<O0, f tiene un mdximo local en a.

4. 8t D =0 no se concluye nada.

Multiplicadores de Lagrange

Cuando se intenta resolver un problema de maximos y minimos sometido
a ligaduras, se suele hacer uso de los multiplicadores de Lagrange. Si deseamos
encontrar los extremos relativos de la funcion f(z) sometida a las ligaduras
{g1(2) =0,...,9,(Z) =0}, con f,g1,...,g, derivables y con derivadas par-
ciales continuas, se considera

F(z) = f(2) + Mg1(Z) + - -+ + Argr(2),

donde los \; son constantes denominadas multiplicadores de Lagrange. Los
extremos condicionados de f seran puntos criticos de F.

Teorema 1.6. Teorema de Lagrange.

Sean f(x,y) y g(x,y) con primeras derivadas parciales continuas y tales
que f tiene un extremo en el punto (xg, yo) sobre la curva de ligadura {g(z,y) =
0}. SiVyg(zo,yo) # 0, existe un nimero real X tal que V f(xo,y0) = AVg(zo, yo)-

Corolario 1.2. Método de los multiplicadores de Lagrange.

Supongamos que f(xz,y), sujeta a la ligadura {g(z,y) = 0}, tiene un
extremo, donde f y g estdn en las condiciones del teorema de Lagrange.
Para detectar los extremos de f basta resolver el sistema

{Vf(z,y) = A\Vg(z,y), g(z,y) = 0}

y evaluar f en cada uno de los puntos solucion. El mayor y el menor de
los valores obtenidos serdn el mdximo y el minimo de f(x,y) sometida a la

ligadura {g(z,y) = 0}.



