1. CONTINUIDAD EN VARIAS VARIABLES
1.1. PRIMERAS DEFINICIONES. LIMITES

Definicion 1.1. Sea A C R™. Una funcion real de varias variables es una
aplicacion f : A C R — R™ con f(x1,...,2n) = (Y1,--.,Ym). A las fun-
ciones fi + A C R" — R con fi(x1,...,2n) = y; se las llama funciones
coordenadas.

f(xla"'axn) = (fl(l'ly"'axn)a"'7fm(x17"'>$n))

Definicion 1.2. Se llama dominio de una funcion f al conjunto

D(f)={z eR" : 3f(z) e R™} = D(f1) N D(f2) N--- N D(fm)
siendo T = (x1,...,%pn).
Definicién 1.3. Dada una funcion f : R? — R, se llama grafo de f al
conjunto de puntos
Gr={(z,y,2) €R’: 2 = f(z,y)}
Definiciéon 1.4. Dada f : R?> — R y dada una constante c, se define la

curva de nivel ¢ de la superficie z = f(x,y) como el conjunto de puntos

Le={(z,y) €R?: f(z,y) = c}
De igual manera, dada f : R* — R y dada una constante c, se define la
superficie de nivel ¢ como el conjunto de puntos

.= {(z,y,2) €R3: f(z,y,2) = c}

Definicién 1.5. Sea f : R® — R™ y sean a € R" y | € R™. Entonces se
dice que limz_g f(Z) = si y sdlo si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si

0 < d(z,a) <4, entonces d(f(z),l) <e.
Propiedades.

1. Sean f,g: R"™ — R™. Entonces

1.1. Silimg 5 f(Z) = I1 y limz 5 g(%) = I3 entonces

tim (£(2) + 9(@) = b + I
1.2. Silimz .5 f(Z) =11 y a € R, entonces

lim af(z) = al;

T—a
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2. Sean f,g:R™ — R tales que limz_.5 f(Z) = l; y limz_3 g(Z) = l2. Sea
también h : R — R continua. Entonces
2.1. limza(f(Z) +9(z)) =11 + 12
2.2. ltmz—a(f (2)9(7)) = Ll
2.3. limz g af(Z) =
2.4. limg_; L& = 1L (1, £ 0)

9(z) I
2.5. limg_a f(2)9® =12 (1; > 0)
2.6. limz_g h(f(z)) = h(ly)
2.7. limz_5 f(.i‘) =L < h'ma—cqa(f(ri) — ll) =0
2.8. h'mi,_,a f(.’i) =0« h’mj;_@ ’f(.f)| =0
Teorema 1.1. Sea f: R™ — R™ con f = (f1,..., fm) las funciones coorde-

nadas. Entonces

lim f(z) = (lh,...,lm) & lm f;(Z) =1; para todoi=1,...,m

r—a

Teorema 1.2. El limite, si existe, es unico.

Teorema 1.3. Sea P(z1,...,x,) un polinomio de n variables (P : R™ — R).
Entonces limz_,5 P(Z) = P(a)

Teorema 1.4. Sean P(Z),Q(z) polinomios con Q(a) # 0. Entonces

. P(z) _ P(a)
lim =

—a Q) Q(a)
Teorema 1.5. (Teorema del Sandwich). Sean f,g,h : R" — R tales que
f(z) < g(x) < h(x) para todo T € B(a,r) N D(f) N D(g) N D(h), siendo
B(a,r) = {z € R" : d(a,z) < r}. Silimz_gz f(Z) = limz_z h(ZT) = [,
entonces limz_,z g(%) =1

1.2. METODOS PARA EL CALCULO DE LIMITES

Método 1. Teorema del Sandwich (para funciones f : R” — R).
Método 2. Por sucesiones (para funciones f : R — R). Dada f : R" — R
y a € R", entonces:

lim f(z)=1l< (V sucesion {Z,} tal que lim &, = a, entonces lim f(z,) = l)
r—a n—oo n—oo
Observacion 1.1. Supongamos que existen sucesiones {Tn},{yn} que con-
vergen a @, (iMoo T = liMpoo¥n = @) y que limy, o0 f(ZTn) = 1 y
limy, oo f(7n) =" siendo | #1'. Entonces no existe limz_.5 f(T).

Observacion 1.2. Si limy,_ooTy = @ y no existe el limite limy, o f(Zy),
entonces tampoco existe el limite limz_.5 f(Z).
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Observacion 1.3. Si lim, oo, = a y lim, o f(xz,) = [, entonces, de
existir, limz_.g f(Z) = L.

Método 3. Limite direccional (para funciones f : R? — R). Silimz_5 f(Z) =
[, entonces, dado un camino determinado por una funciéon zo = ¢(x1) que
pasa por a (¢(a1) = ag), se tiene que lim  z—a f(Z) = L.

z2=p(x1)
Observacion 1.4. Si encontramos dos caminos xo = p1(x1) y x2 = wa2(r1)
que pasan por a y tales que

m  f(z)=hy lm f(@)=1
zo=p1(x1) r2=p2(z1)

con ly # la, entonces no existe el limite limz_.5 f(Z).

Método 4. Limites reiterados (para funciones f : R? — R). Sea f : R> — R
y a = (a1,asz). Si

Alimy, g, (Mg, e, f(z1,22)) = L
Ellfme_,QQ (Hmml—ml f(.%’l, xg)) = l2 = l1 = l2 =1
Flimz g f(z1,22) = 1

Observacion 1.5. a) Si existen Iy y la, con 1y # la, entonces no existe .
b) Si no existe Iy o no existe la, no se concluye nada.
c) Si existen ly y la, con ly = la, entonces, de existir [, es | =11 = ls.

Método 5. Limites en polares (para funciones f : R?> — R). Dados Z =

(x1,22) y @ = (a1, az), el limite lim f(z) se puede estudiar pasando a coor-
r—a

denadas polares, ©1 = a1 + rcosf y xo = as + rsenf. Entonces, f(Z) =

fla1 +1rcosb,as +rsend) = F(r,0). Se tiene:

1. Silim,_o F(r,0) depende de 6, no existe el limite limz_.5 f(Z).
2. Silim,_,g F'(r,0) no depende de 6, no se concluye nada.
3. Si0<|F(r,0) — 1] < h(r) — 0 cuando r — 0, entonces limz_,5 f(Z) =
.
1.3. CONTINUIDAD

Definicion 1.6. Sea f : R — R y a € R". Entonces se dice que f es
continua en a si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < d(Z,a) <
entonces |f(z) — f(a)| <e.

&

Observacion 1.6. f es continua en a si limz_; f(Z) = f(a). Esto supone
que existe f(a) (a € D(f)) y ademds eziste el limite limz_.5 f(Z) y es igual

a f(a).
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Definiciéon 1.7. Sea f : R" — R™ y f = (f1,..., fm). Se dice que f es
continua en a € R™ si f; es continua en a para todo i =1,...,m.

Se dice que [ es continua en una region A C R™ si lo es en todo punto
ac A

Propiedades. Sean f,g: R™ — R continuas en a. Entonces
1. (f + g) es continua en a.
2. (fg) es continua en a.

3. Si g(a) # 0, entonces 5 es continua en a.

Teorema 1.6. Sea f : R" — R™ continua en a y sea g : R™ — R* continua
en f(a). Entonces (go f): R® — R* es continua en a.

Teorema 1.7. Sea f : R" — R y a € R™. Entonces f es continua en a
si y solo si para toda sucesion {Z,} tal que lim, o Tn, = @ se verifica que

lim, o0 f(Zn) = f(a).
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SUPERFICIES CUADRICAS
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