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DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en el
punto a y la direccién definida por v.

L1 f(z,y) =2 +22y —3y%, a=(1,2), ©v= (%, %)
El vector v = (3/5,4/5) es unitario. Entonces
f(a+ hv) - f(a)

D5 f(a) = }Lli% h =

o £ +h3.2+h3) - f(1,2) _
h—0 h

1 3h 3h 4h 4h\?
—lm =1+ r2(1+22 ) (2+ ) —3(2+ = -
hlil%h<+5+<+5><+5) 3<+5)+7>

.1 2 _ _
= lim  (~2417/25 — 5h) = lim (~24h/25 — 5) = =5

Si resolvemos aplicando el gradiente V f(x,y) = (14 2y, 2z — 6y),
tenemos

Dyf(a) = Vf(a)v = (5,-10)(3/5,4/5) = =5

1.2. f(z,y,2) =2yz, a=(1,0,1), o= (2,0 —L1).

Tenemos ||v]| = 1, de modo que

Dy f(a) = lim f(L+h/V2,0,1 - h/V2) - f(1,0,1)

h—0 h

m %((1 +h/V2)0(1 — h/V2) —0) =0

=1i
h—0
Aplicando el gradiente V f(z,y, z) = (yz, zz,xy), tenemos

Dyf(a) = Vf(a)v = (0,1,0)(1/v2,0,—1/v/2) = 0
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1.3. f(z,y) = { sgsen(xziyz) 51 (x,y)ié(o,o) )
(1,1).

Tenemos ||7]| = v/2, de modo que % = (1/v/2,1/v/2) es unitario.
Entonces

0,0+ h(1/VE1/VE) ~ [0,0)
h

~ lim & <sen(1/h2)> = Iim 7 sen(1/h2)

No existe ese limite, de manera que no existe la derivada direc-
cional buscada en a = 0.

14, f(z,y) = a?ye™, a=(0,0), o=(1,1).
Tenemos ||7]| = v/2, de modo que 2 = (1/4/2,1/+/2) es unitario.

IEil
Entonces

2
Dﬂf(a)_hi_)o (h/\f h/\f) ( ) :I{inloQ]z/iehQ/on

Estudiar las derivadas direccionales de f(z,y) = 37y en el origen.

Sea v = (v1, v2) unitario.



Dof(a) = Jim LR ZTO0) g0, 2 (/2010 =

= 1i
h—0 h h—0

i 8 V1V2 #  siwv; y ve son no nulos
= l1m _— . ,
h—0 h 0 si vy 6 vy son nulos

Las derivadas direccionales de f en 0 solo existen en las direcciones de
los ejes, y valen 0.

Demostrar que la funcion

no es continua en (0,0) y, sin embargo, existen todas las derivadas
direccionales en el origen.

Probemos que f no es continua en 0. Aproximémonos a 0 por las suce-
siones {(zn,yn)} = {(1/n,0)} v {(z},,9,)} = {(1/n?,1/n)} obtenemos

2
0
lim ;E"y"4 = lim —— =0
(Tn,yn)—(0,0) T2 + yp  n—oo 1/n

’ot 2 4

1 1

lim % — lm /”4 _ 2
(@h,y)—(0,0) T1,% + I, n—oo 2/n 2

Como los limites no coinciden, la funcién no es continua en 0.

Estudiemos las derivadas direccionales en el origen. Sea v = (v1, v2)
unitario. Entonces

Duf©) = i (00T M1tz

, v1v3 _ v3/v; sivy #0yuve#0
h—>ov%+h2v§ 0 sivy=006wvy=0

De modo que existen las derivadas direccionales de f en 0 en cualquier
direccion.
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Demostrar que la funcion

N

[ (@ +yHsen(sts)  si(z,y) #(0,0)
f(@:y) _{ 0 G ) = (0,09

es diferenciable en (0,0), pero la funcion derivada parcial % no es
continua en (0,0).

Estudiemos la diferenciabilidad de f en a = 0.

fla+z)—f(a) - Vf@)z

lim -
7—0 l|z||

Tenemos = = (z,y) y a = (0,0), con lo que

fa+a) = fo) = @+ Psen () v f@)= 0.0 =0

Por otro lado,

af — . f(h,0)—f(0,0) hZsen(7z) 1\
gz 0) = fim h = fm g = fmhsen {55 ) =0
af — . f(0,h) = f(0,0) hZsen(7z) 1Y _
oy =i i T =0

Entonces, Vf(0) = (0,0). Estamos en condiciones de calcular el limite

o F@+ ) = 1@ = Vf@z _ @y sen (=)

20 ||| 2—0 V12 + 42




z—0

1
= lim V 1’2 +y286n (M) =0

Al ser este limite igual a 0 y existir las de_rivadas parciales %(6) y
%(O), concluimos que f es diferenciable en 0.

Veamos ahora que la derivada parcial %

- 1O es continua en 0. Se tiene

af [ 2z sen(xgiyg) - xffyg cos(

zQiyz) S% (z,y) # (0,0)

Consideremos la sucesion {(zn,yn)}
0 a través de ella.

s 2o ) o ()

2
= lim < sen(n?) — 2n cos(n2)>
n—oo \ N

{(1/n,0)} y aproximémonos a

Pero dicho limite no existe, de manera que gi no es continua en 0.

Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes fun-
ciones:

5.1. f(z,y) = 2? + y®sen(zy)

of

of
5 (1) = 2ty cos(ay) 5 (2y) = 2ysen(ay) + 4 cos(ay)

5.2. f(z,y) = /a2 + y?

Se tiene
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of B T
%(x7y) - \/TW para todo (mvy) 7& (070)
Ademas,
ai RY; f(h70)_f(070)_h_0_
gy (0:0) = Jimy h =
Por otro lado,
of Y
—(z,y) = —— tod , 0,0
5y 1) = s para t0do (29) # (0,0)
y
87.]0 Y f(O,h)—f(0,0)_h—O_
oy (00 = Jimy h = !
0 si (z,y) = (0,0)
af y6 —x2y2
%(iw) = [CEE para todo (z,y) # (0,0)
y
% Y f(h,O)—f(0,0)_
700 = pin S22 o

Por otro lado,

af 223y — 22y°
a*y(%?/) S T2t para todo (z,y) # (0,0).
Ademas,
ﬁ Y f(07h)_f(070)7
oy 0T O

Calcular el gradiente de la funciéon z = f(z,y) definida implicitamente
por

6.1. 2%y —2zyz —x — 2 — 22 = 0.

O _ G 2my-we-1 0z % a2z
Ox %—5 —2ry—1—22 Ay %—5 —2ry —1—2z

En consecuencia,



Va(z,y) = 2a:y—2yz—17 22 — 2z con z = 2(x, y)
20y +1+22 " 2xy+1+22 )"

6.2. 222 —ysenz = 0.

oF
0z % B 22 0z oy _ —sen z
Ox %—Z 2x2 — 1 COS 2 oy %—Z 2x2 — 1 COS 2

En consecuencia,

2

z sen z
\% ) =\~ ’ = )
@ y) < 2z —ycosz 2xz — ycosz) con z = z(z,y)

Estudiar la continuidad y existencia de las derivadas parciales, en el
origen, de la funcién:

[ s () £ (0,0)
f(“"y)‘{3+ si (2.9) = (0,0)

Estudiemos primero la continuidad. Escogemos la sucesién que con-
verge a 0, {(zn,yn)} = {(1/n,1/n)}. Entonces

i Y g U ~=1/2# £(0,0) =0

n—o0 Y= —{—1:2 n—o00 2/

Como el limite no coincide con el valor de la funcién en 0, f no es
continua en 0.

Estudiemos ahora la existencia de las derivadas parciales en 0.

; f(h70)_f(070)_ ny f(O,h)—f(0,0)
jim h =0 5,0 = lm h

=0
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Sean f(z,y) = (2% — 2, 22y), g(z,y) = e ¥ v h = go f. Calcular
Df(1,1), Dg(0,2) y Dh(1,1).

Calculemos Df(1,1) : R? — R2. La matriz que caracteriza a la dife-
rencial de f en (1,1) es la matriz jacobiana Jf(1,1). Tenemos

7 _ %{j(x,y) %(ﬂs,y) _ 2¢ —2y
Fay) =1 o ofs oy 22

Con lo que

JF,1) = (; ‘22)

Calculemos Dg(0,2) : R? — R. La matriz asociada es Jg(0,2). Como

0 15) _ _
Jg(z,y) = Vg(z,y) = (é(x,y),GZ(m,yO = (e”f v 9ye” y2>,

resulta

Jg(0,2) = (e7*, —4e™)
Calculemos Dh(1,1) : R? — R. Tenemos

22 —y2—4x2y?

h($7y) = g(f(xa y)) = g(xQ - y27 21‘3/) =€
La matriz asociada a Dh(1,1) es Jh(1,1). Como

Jh(z,y) = Vh(z,y) =

- ((295 — 8ay?)e” VI 2y — 8y$2)€x2_y2—4x292> ,

evaluando en (1,1) queda Jh(1,1) = (—6e~*, —10e™*)

Para calcular la matriz Jh(1, 1) también se puede aplicar la regla de la
cadena, y se obtiene Jh(1,1) = Jg(f(1,1))Jf(1,1). Compruébese que
el resultado es el mismo.

Demostrar que si P : R” — R es una funcién polinomial en n variables,
entonces P es diferenciable en todo R”.

Basta con ver que existen y son continuas las derivadas parciales % (Z)
para todo z € R™ y para todo ¢ = 1,...,n, pero esto es inmediato

ya que, por ser P un polinomio, sus derivadas parciales también son
polinomios y, por tanto, funciones continuas.



10. Estudiar la continuidad y la diferenciabilidad de las siguientes fun-
ciones:

10.1. f(z,y) = /Tyl

Estudiemos primero la continuidad. Dado @ € R?, limz .5 f(z,y) =
V/]a1as| = f(@), de modo que f es continua en todo a € R?.
Estudiemos la diferenciabilidad.

Comenzamos con el calculo de %(d). Dado @ € R?, sia = (ay,az)
es tal que a; # 0y az # 0, entonces

af(,) 5 ‘ITQIGQ si ajas >0
—(a) =
ox 5 _%GQ siajas <0

En otro caso, esto es, a; = 0 6 ag = 0, calculando limites, tenemos

Of (o) — 1 L@+L0) = f@) o o+ Ba] = masl

oz h—0 h h—0 h

0 siag =0
a limp_,0 v/|az2|/h (no existe) sia; =0y azs#0

Estudiemos ahora 2L (a).
dy

Dado @ € R?, si @ = (a1, az) es tal que a; # 0y az # 0, entonces

g(a) B 2\/% si ajaz >0
dy 5 %311(12 siajas <0

En otro caso, esto es, a; = 0 6 ag = 0, calculando limites, tenemos

of 2) = 1 flat+ho.1)~f@ _ . V(ag + h)ai| — V/larag|
8y h—0 h © h—=0 h N

0 siap =0
| tmypg V0ai|/h (no existe) sia; #0y az =0

. 9f /- . . _
En consecuencia, como a—i(a) no existe en el eje OY, salvo en a =

(0,0), y ‘3—5(&) tampoco existe en el eje OX, salvo en a = (0,0),
tenemos que f no es diferenciable en los puntos a de los ejes salvo,
quizé, en (0,0). En caso de que @ no esté en ninguno de los ejes
(a1 # 0y ag # 0), entonces existen las derivadas parciales y son
continuas, de modo que f es diferenciable en dichos puntos.
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10.2.
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So6lo queda por analizar el caso a = (0,0). Aqui tenemos

of - _
==(0)=-=-(0)=0

=50

de modo que las derivadas parciales existen en a = (0,0). Solo
queda comprobar si

i [0 +2) = £(0) = V(@) _

Z—0 ||Z|]

0

Tenemos

f(0+17)— f(0) - Vf(0)z VZy —0—(0,0)(z,y)

z—0

7—0 [z||

= lim 7\3@]

F—0 /.’L'2 + y2
Pero dicho limite no existe, ya que basta aproximarse a 0 por
las sucesiones {(1/n,1/n)} y {(1/n,0)} para observar que dan

limites distintos. Concluimos, entonces, que f no es diferenciable
en a = (0,0).

fla,y) = (22 + y?) sen <\/3521+7> si (z,y) # (0,0)
0 si (2,y) = (0,0)

Estudiemos primero la continuidad. Si z = (z,y) # (0,0) la fun-
cion es claramente continua. Si z = (0,0), basta observar

0< < 224y* — 0 cuando (z,y) — (0,0)

1
($2 + y2) sen (\/W>

Entonces lim;_5 f(z,y) =0 = f(0,0), de modo que la funcion es
continua en T = 0 también.
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Estudiemos ahora la diferenciabilidad. Si z # (0, 0),

af 1 1 1
—\x, =2rsen| ——| - ——coS | ——— |
ax( y) ( /x2+y2> /x2+y2 ( /x2+y2)

af 1 1 1
—(x,y) =2ysen | ———= | - ———=cos | —— | v
3?4( ) (x/acQ—i—y?) Va2 +y? (x/ﬂ—i—?ﬂ)
Al existir y ser continuas las derivadas parciales, f es diferenciable
en todo = # (0,0).
Falta por ver el caso z = (0,0). Se tiene

of

2 0.0) = fin

f(h70) — f(O’O)
h

= lgli%hsen(l/h) =0

0
Analogamente se obtiene a—f((), 0) = 0. Concluimos, entonces, que

existen ambas derivadas parciales en 0. Ademas, tenemos que

1
=lim 224+ y2sen| ——— | =0
z—0 4 <\/332—|—y2)

La tdltima igualdad viene de observar que limy_.g hsen(1/h) = 0.
En consecuencia, f es diferenciable en (0,0).

0015
0.005

-0.005

0 si (z,y) = (0,0)

Si (z,y) # (0,0) la funcién es claramente continua. Ademas,

10.3. f(x,y):{ % st (z,) # (0,0)
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af y? 212y?
——(z,y) = 2 4 (.2 42
ox 2 +yt (2?2 +yh)
of 2xy 4ay®
@y = 55 - m
Ay w2 +yt (22 +yt)

con lo que f también es diferenciable en todo (z,y) # (0,0), al
existir las derivadas parciales y ser continuas.

Si (x,y) = (0,0), aproximandonos al punto por las sucesiones

l{(fvvf,yn)} ={(1/n*,1/n)} v {(2},,yn)} = {(1/n,0)}, obtenemos
os limites

wnyrQL RT: 1/7’L4 1

im = lim — =
(@nyn)—(0,0) T2 + ys  n—o02/nt 2

T Yn” 0y

hm —— = 11In
() —(0,0) T2 +yh*  n—eo 1/n?

Esto quiere decir que f no es continua (ni diferenciable) en (0, 0).

10.4.

1
2 + 12

0 < |zsen < |z| — 0 cuando (x,y) — (0,0),

tenemos que lim;_,5f(Z) = 0 = f(0), con lo que f es continua
también en 0.

Estudiemos la diferenciabilidad. Si (x,y) # (0,0), es facil calcular
las derivadas parciales, que resultan ser continuas (hagase), con
lo que f es diferenciable. Si (z,y) = (0,0),

1 2
%(0’0) = }ngtl) hsengl/h) = }ILIL% sen(1/h?) (no existe)
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En consecuencia, f no es diferenciable en (0,0).

z|y| :
——  si(x, 0,0
10.5. f(z,y) = V&*+y? (@) # (0,0
0 si (2,y) = (0,0)
Estudiemos la continuidad. La funciéon es claramente continua
para todo T # 0. Si Z = 0, como

zy|

se tiene que lim;_,5 f(Z) = 0 = f(0), con lo que f es continua en
0.

Analicemos la diferenciabilidad. Dado (z,y) con y # 0, si deriva-
mos f con respecto a x y con respecto a y, obtenemos que las
derivadas parciales existen y son continuas, de modo que f es
diferenciable en esos puntos (hagase).

0< | < |y| — 0 cuando (z,y) — (0,0)

Si (z,y) = (20,0) con zg # 0, entonces

zolh|
h) — z24+h2
ggjj (20,0) = flzl;mo f(@o, ) h 1 (@0, 0) = ;:_h = +1 (no existe)

La tltima igualdad viene de aproximarse h a 0 por el lado positivo
o por el negativo. En consecuencia, f no es diferenciable en los
puntos (z,y) = (zo,0), con zg # 0,

Si (z,y) = (0,0), entonces

of . f(h,0) = f(0,0)
90 0) = Jim, h =0
of . f(0,h) = f(0,0)
@(0,0)—}11&1) A =0

Luego las derivadas parciales existen. Por otro lado,
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o FO+2) = O = VIO)@ _ | aly

z—0 ||Z]] i—0x2+y

5 (no existe)

Para comprobar que este limite no existe basta aproximarse a 0
por sucesiones adecuadas que den lugar a limites distintos (hé-
gase). En consecuencia, f tampoco es diferenciable en 0.

10.6. f(z,y) = (€”+Y — 1,22 +4?).
Veamos primero la continuidad. Para que f sea continua en un
punto, deben serlo fi(x,y) = P A | v fo(z,y) = 22 + %
Resulta evidente que ambas funciones lo son para todo (z,y). Por
otro lado, f es diferenciable en un punto si lo son f; y fo. Como

%(az,y), %—];l(x,y), %(m,y) y %—J;Q(x,y) existen y son continuas

en todo punto (haganse los calculos), se tiene que tanto f; como
f2 son diferenciables en todo punto, con lo que f también lo es.

11. Calcular el valor maximo de la derivada direccional de las siguientes
funciones en el punto especificado:

111, f(z,y) = 735 a=(1,1)
Debemos calcular el gradiente V f(z,y), que indica la direccion
de méximo crecimiento de f, y determinar su modulo.

of B Y of -z
%(m,y) - (x+y)2 @(xvy) - (w+y)2
De modo que
of _ of _
%(1,1)—1/4 a—y(l,l)——l/él

Tenemos Vf(1,1) = (1/4,—1/4). El valor méximo de las derivadas
direccionales en @ = (1,1) es ||V f(1,1)|| = \/2/16 = v/2/4
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112, f(z,y) =2’y a=(1,2)

z+y
af 2ze” + x2e”® z2e® of —x2e”
% wy) = -2 He =T
ox r+y (x+y) Dy (x+y)

De modo que

Tenemos Vf(1,2) = (— —§). El valor maximo de las derivadas
direccionales en a = (1,2) es ||V f(1,2)|| = §v65

LTI,
L R T P
lgl;fvmr 77

L

IIII LI
AP iy

o

i

12. Calcular la ecuacién de la recta normal y del plano tangente a las
siguientes superficies en los puntos indicados.

12.1. f(z,y) = 22 +y? en p = (3,4,25).
Tenemos z = 22442, Definimos la funcion F(z,y, z) = 22 +y>—2
de modo que la superficie S se obtiene de la igualdad F(x,y, z) =
0 (superficie en forma implicita).

VF(z,y,2) = (22,2y,—1) y VF(3,4,25) = (6,8, —1)

Este es un vector normal a la superficie S en el punto p = (6,8, —1).
La recta normal tiene por ecuacién paramétrica
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r = 3+6A
r=< y = 448\
z = 25— A

El plano tangente en p tiene por ecuaciéon

m={6(x —3)+8(y—4)—(z—25) =0},

esto es,
m={6x+8y—z—25=0}
12.2. f(z,y) = \/ac;:TyQ en p = (3,—4,3/5).
Tenemos z = f(z,y). Definimos la funcion F(z,y, z) = W—z
de modo que la superficie S se obtiene de la igualdad F(z,y,2) =
0.
VE(z,y,z2) = v S —
LY 2) = (22 +92)3/27 (22 4 ¢2)3/2

y VF(3,—4,3/5) = (16/125,12/125, —1). Este es un vector nor-
mal a la superficie S en el punto p = (3, —4,3/5). Tomemos como
vector director de la recta normal v = (16,12, —125). La recta
normal tiene por ecuaciéon paramétrica

r = 3+16A
r=< y = —4+ 12\
2 = 3/5— 125\

El plano tangente en p tiene por ecuaciéon

m={16(x —3)+ 12(y +4) — 125(z — 3/5) = 0}

esto es,
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7= {162 + 12y — 125z + 75 = 0}

12.3. f(z,y) =sen(zy) en p = (1,7,0).

Tenemos z = f(x,y). Definimos la funcion F(x,y, z) = sen(zy) —
z, de modo que la superficie S se obtiene de la igualdad F'(z,y, z) =
0.

VF(z,y,z) = (ycos(xy),z cos(zy), —1)

VF(1,n,0) = (—m —1,-1)

Este altimo es un vector normal a la superficie S en el punto
p = (1,7,0). La recta normal tiene por ecuaciéon paramétrica

z = 147
r=< Yy = T+
z = A

El plano tangente en p tiene por ecuaciéon

r={n(z—-1)+ (y—m)+ 2z =0},

esto es,

r={mr+y+z—27r=0}
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13.

14.

1 DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

Hallar el plano tangente a la superficie z = x2 4 232, paralelo al plano
x4+ 2y —z=10.

Sea F(z,y,2) = 2 + 2y?> — z = 0. Un vector perpendicular al plano
serd (1,2, —1). Buscamos p € S = {F(x,y,z) = 0} tal que VF(p) =
k(1,2,—1). Tenemos

VF(z,y,z) = (2x,4y,—1)

Entonces, debe ocurrir {2z = k, 4y = 2k, —1 = —k}. De aqui se deduce
que k= 1,2 =1/2,y =1/2. Como z = (1/2)? +2(1/2)? = 3/4, resulta
que p=(1/2,1/2,3/4).

El plano pedido es m = {(z — 1/2) +2(y — 1/2) — (z — 3/4) = 0} o, de
modo equivalente, 7 = {x + 2y — z = 3/4}.

'2D24581U12
X

Hallar la recta tangente a la curva intersecciéon de las superficies z =
224+ 9%y 2= /22 + 92 en el punto (1,0, 1). Similarmente, para xy +
vz +yz=3yz?—y?>+22=1enel punto (1,1,1).

Estudiemos primero la curva

2.2
C:{Z x°+y
z

-

Sea Fy(x,y,2) = 22 +y%— 2 y 81 la superficie dada por Fy(x,y,2) =0,
esto es, S; = {22 +y? — 2 = 0}. Sea Fy(w,y,2) = Va2 +92 — 2y S
la superficie dada por Fy(z,y, z) = 0, esto es, So = {22 + 9% — 22 = 0}.
Entonces, los vectores normales a S; y S en el punto (1,0, 1) vienen
dados por

VFl(IE,y, Z) = (256,2(74, _1) y VFQ(.Z',y,Z) = <2$,2y, _22)

al ser evaluados en (1,0, 1), obteniéndose

VF(1,0,1) = (2,0,—1) y VF5(1,0,1) = (2,0, —2)
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Un vector director v de la recta tangente a C en (1,0,1) viene da-
do por el producto vectorial de (2,0,—1) y (1,0,—1) (este altimo es
proporcional a (2,0, —2)).

k
~1|=(0,1,0)
~1

(4]

1
— N
O O W

La ecuacién paramétrica de la recta sera

z = 1
r=9 Yy = A
z = 1

Si deseamos obtener también el plano normal 7 a C en el punto (1,0, 1),
resulta

m ={0(z—1)+1(y—0)40(2—1) = 0} o, equivalentemente, 7 = {y = 0}
Analicemos ahora la curva

D= Yy +xz+yz = 3
Tl 22—yt =1

Sea G1(x,y, z) = zy+xz+yz—3y Tq lasuperficie dada por G1(x,y, z) =
0, esto es, 71 = {wy+wz+yz—3 = 0}. Sea Ga(x,y,2) = 22 —y?+22 -1y
75 la superficie dada por Ga(x,y,2) = 0, esto es, To = {22 —y?+22—1 =
0}. Entonces los vectores normales a 77 y 73 en el punto (1,1, 1) vienen
dados por

VGi(z,y,2) = (y+z,x+z,2+y)y VGa(x,y,2) = (2x, -2y, 22)

al ser evaluados en (1,1, 1), obteniéndose los vectores
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15.

1 DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

VGi(1,1,1) = (2,2,2) y VGa(1,0,1) = (2,-2,2)

Escogemos los vectores (1,1,1) y (1,—1,1) (proporcionales a los con-
seguidos con los gradientes). Un vector director v de la recta tangente
a D en el punto (1,1, 1) viene dado por el producto vectorial de (1,1, 1)

y (1,-1,1).

—

=(1,0,-1)

S]]

Il
— = s
—_ =

La ecuaciéon paramétrica de la recta sera

r = 14+A
s=q y =1
z = 1—=2AX

Si deseamos obtener también el plano normal 7 a D en el punto (1,1,1),
resulta

m = {(z—1)40(y—1)—(2—1) = 0} o, equivalentemente, 7 = {x—z = 0}
Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva de intersecciéon de

las superficies z = 22 — y2, 2 = 3 en el punto P = (2,1,3)

Tenemos la curva

e={z 2 2V
z =

obtenida como interseccién de las superficies

S ={z* +y*—2=0} S ={2-3=0}
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Consideramos las funciones Fi(z,y,2) = 22 —y*— 2y Fy(x,y,2) = 2—3
y sus gradientes

VF(z,y,2) = 2z, —2y,—1) y VF(z,y,2) = (0,0,1)

que, al ser evaluados en (2,1, 3), nos dan los vectores

VF(2,1,3) = (4,-2,-1) y VF(2,1,3) = (0,0, 1)

Un vector director o de la recta tangente a C en el punto (2, 1, 3) viene
dado por el producto vectorial de (4,—-2,—1) y (0,0, 1).

i
p=|4 —2 —1|=(-2-4,0)
0

Escogemos como vector director v = (1,2,0). La ecuacion paramétrica
de la recta sera

r = 24+ A
r=<¢y = 142X\
z = 3

Se han medido dos variables, = e y, obteniendo los valores x = 2 e
y = 3. En dichas medidas pueden existir errores maximos de 0,1 y 0, 2
respectivamente. Hallar, aplicando la regla de los incrementos finitos, la
cota del error absoluto cometido en la medida de la magnitud z = x/y.

Tenemos F'(z,y) = % Calculemos los valores maximos que alcanzan
9L (@,9)| v |9 (@,9)]| para (2,y) € D = 201,24+ 0'1] x [3- 02,3+
0'2].

Como
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17.

18.

1 DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

se tiene que

, {OF( )‘} 1 , HE)F( )‘} 2,1
max < |— (=, = max < |—(x, =
wyyep |0z Y 2.8 U awen oy Y (2,8)?

Entonces,

E bsolut <011+0221 = 0,0892
ITOr absoluto — =
=518 TV e 8)

Calcular, aproximadamente, el valor de la expresion /(2,01)3 + (1,01)3
mediante la diferencial de la funciéon adecuada.

Sea z = f(x,y) = /23 + y3. Se tiene

Bf af 322 312
d d + ——dy = dxr + d
/= dy ° 2z P 2v/z% + 3 ¢
Resulta
of of 12 3
A 2. 1) Azx + —(2, 1)) Ay = — 1 — 1) = 2
2~ S DA+ Ay = 0,00 + 5(0.01) = 0,025

Obtenemos el siguiente valor aproximado:

V(2,013 + (1,01)3 = £(2'01,101) = £(2,1)+Az ~ /23 + 140,025 = 3,025

El volumen de un cono circular recto de radio r y altura h es V =
%71’7“2h. Calcular de forma aproximada el error cometido al calcular el
volumen si las mediciones del radio y la altura son 2 y 5 respectiva-
mente, con un posible error de 1/8.

Tenemos V (r,h) = smr?h conr =2+1/8 y h =5+1/8.

8V 8V 27rrh 7rr

Resulta
ov 15)% 20r 4w
A 2.5)Ar + —(2,5)Ah = — + — = 3,142
V =~ o —(2,5) + 8h( ,D)Ah = 2 + 2 =3,
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19. Estudiar la existencia de méximos y minimos locales de las siguientes
funciones:

19.1. f(z,y) = 2> + 3 — 92y + 27
Calculemos los puntos criticos. Se tiene

Vi(x,y) = (3332 — 9y, 3y? — 9z) = (0,0) =

.%'2 — 3y (an)
= 2 = (xay) = 0
yr o= (3,3)

Por otro lado,

Hy(z,y) = < % g; >

de modo que, evaluando en los puntos criticos,

a0 = (5 ') vmea=(1 )

Resulta |H¢(0,0)| = —81 < 0, con lo que f tiene en (0,0) un punto
de ensilladura. Por otro lado, [Hf(3,3)| =243 >0y A =18 >0,
de modo que f alcanza en (3,3) un minimo local.

19.2. f(z,y,2) = 2® +y> + 22 + 2yz

Calculemos los puntos criticos.

Vf(z,y,z) = 2x+yz,2y + 22,2z + zy) = (0,0,0) =

2r+yz = 0 yz = -2z
=< 2y+zz = 0 =¢ 22 = -2y =
2242y = 0 Ty = -2z
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19.3.

1 DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

yle. = xfy
= zly = ylz =>t=y*==z
z/lx = z/z

2

Entonces,

= (z,y,z) = {(0,0,0), (—-2,-2,-2),(-2,2,2),(2,-2,2),(2,2,-2)}

Por otro lado,

Hf(r,y,2) =

NSEERS I V]
8 N X
[NCRES NS

Tenemos el polinomio caracteristico

|Hf((1l‘,y7 Z) - AId| =

= NN (12422 P+ 2N (84222 — 2y — 222 —22%) = 0

Evaluando en (0,0, 0), queda

(=X 46A2 — 1220 +8=0} = N\ = A = N\3 =2
La forma cuadréatica es definida positiva, con lo que f alcanza en
(0,0,0) un minimo local.

Evaluando en (-2, -2, -2), (-2,2,2), (2,—-2,2) 6 (2,2, —2), que-
da

(=X 46X2-32=0 =\ =-2 =4 X3=4

La forma cuadratica es indefinida y f tiene cuatro puntos de en-
silladura.

fla,y) =y + 3+

Calculemos los puntos criticos. Se tiene

Vi) = 3o - ) = (0,0) =
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= 1/2?
= {0 2 s e =0

Por otro lado,

Hy(z,y) = < 2/1x3 2/1y3 >

de modo que, evaluando en el punto critico,

Hy(1,1) = <§ ;)

Resulta |H¢(1,1)] =3 >0y A=2> 0, con lo que f alcanza en
(1,1) un minimo local.

f(xvyaz) = *21’2 *yQ - 322 +2:L“y+2yz+ 1
Calculemos los puntos criticos.

Vi(x,y,z) = (—4z + 2y, —2y + 2z + 2z, —62z + 2y) = (0,0,0) =

—2z+y =0
=< z—y+z = 0 =(x,y,2) =(0,0,0)
y— 3z =0
Por otro lado,
—4 2 0
Hy(x,y,2) = 2 -2 2
0 2 —6

Tenemos el polinomio caracteristico

’Hf(.fU,y, Z) - )\Id| =
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19.5.

1 DIFERENCIABILIDAD EN VARIAS VARIABLES

=X —12X2 360 —-8=0

Se prueba que todos los autovalores son negativos (por ejemplo,
con el empleo de la sucesion secular, o estudiando la grafica del
polinomio caracteristico), obteniéndose que la forma cuadratica es
definida negativa y, por tanto, f alcanza en (0,0,0) un maximo
local.

f(z,y) = 2* +y* — 222 — 2y + 4oy
Calculemos los puntos criticos.

Vi(z,y) = (423 — 4o + 4y, 4y° — 4y + 42) = (0,0) =

:>{x3_x T Y s g
Y-y = -z

= 2% =~ = (2,9) = {(0,0) 6 (vV2,-v2) 6 (-v2,v2)}
Por otro lado,

1222 — 4 4

de modo que, evaluando en los puntos criticos,

Hy(0,0) = < _44 i >

Hy(vV2,~V32) = Hy(—V2,\2) = < " 240>

En los puntos (v2,—v2) y (—v/2,v/2) se cumple |H¢| > 0 con
A > 0, de modo que f alcanza en ellos dos minimos locales.

En el punto (0,0) se tiene |H(0,0)| = 0, por lo que no sabe-
mos qué ocurre. Analicemos la situaciéon con mas detalle. Sabe-
mos que f(0,0) = 0. Si nos aproximamos a (0,0) por la sucesion
{(0,1/n)}, al aplicar f obtenemos f(0,1/n) = 1/n* —2/n? =
n—lg (1712 — 2) < 0 = f(0,0) para n suficientemente grande. Si nos
aproximamos a (0,0) por la sucesion {(1/n,1/n)}, al aplicar f
obtenemos f(1/n,1/n) =2/n* >0 = f(0,0). En consecuencia, f
tiene en (0,0) un punto de silla.
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19.6. f(z,y) = (y —2?)(y — 22°)
Calculemos los puntos criticos.

Vi(z,y) = (—22(y—22°) + (y— 2*)(—4x), (y —22°) + (y — 7)) =

_ 8z3 —6xy = 0
_(0,0):>{2y_3362 _ 0

Sustituyendo y = %mQ en la ecuacién 8z3 — 6xy = 0, obtenemos

x = 0, de modo que el tnico punto critico es (0,0).
Por otro lado, desarrollando la expresiéon del gradiente, tenemos
Vf(z,y) = (823 — 6zy, 2y — 32?). La matriz hessiana es

24z2 — 6y —6x
i) = (22 )

de modo que, evaluando en el punto critico,

H(0,0) = ( 8 g )

Como |H¢(0,0)| = 0, no tenemos informacion suficiente. Veamos

la situacién con mas detalle. Aproximémonos al punto critico por

las recta x = 0 y por la pardbola y = %xz.

En el primer caso, al aplicar f a los puntos de la recta, obtenemos

f(xvy):f(oay):y2>0:f(0’0)

a lo largo de la recta (con y # 0). En el segundo caso, al aplicar
f alos puntos de la parabola, se tiene

f(x7y> = f <.T, 2$2> = <§-’B2 — .T2> (2.%2 — 2$2> =
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= —z'/4 < 0= £(0,0)

para todo punto de la parabola (con z # 0). En consecuencia,
hemos probado que f tiene en (0,0) un punto de ensilladura.

20. Calcular el valor maximo de

flxz,y) =4xy, >0,y>0

22
sujeta a la ligadura — + == = 1.
) & 9 16
El problema se puede reenunciar como la obtencion del rectdngulo de
2 2
mayor area posible contenido en la elipse de ecuacién 9 + %3 =1

Tenemos la ligadura {g(x,y) = 0} con g(z,y) = %2 + 31/—2 — 1. Ademas,

Vi(z,y) = (4y,4x), AVg(z,y) = (2Az/9, \y/8)

Igualando términos y anadiendo la ecuaciéon de la ligadura, obtenemos
el sistema

2

1 T
Ay, —
ya9

2 y2
4y = =z, 4o = — = =1
{dy = gAe, 4o = ¢ t=H

Despejando A de la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda,

queda
1 /18y 9 9 5
dr=—-|—|=2"=—
8 ( z > 16”
Sustituyendo este valor de x2 en la tercera ecuacién, vemos que

179 ,\ 1,
(2 S =1y =422
9(16y>+16y y=+2v2
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Como exigimos y > 0, nos quedamos con y = 21/2. Por la misma razon,

nos quedamos con r = % Como f(3/v/2,2v/2) = 24, éste es el valor

maximo de f(x,y) sometida a la ligadura g(x,y) = 0, y se alcanza en

el punto (z,y) = (3/v2,2v2).



