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CONTINUIDAD EN VARIAS VARIABLES

Calcular el dominio de las siguientes funciones reales de varias variables
reales:
1.1 f(z,y) = E
Debe ocurrir y # 2x para evitar que el denominador se anule y
9 — 22 > 0 para que la rafz no sea negativa. El dominio de la
funcién es

D= {(z,y) eR*:z € [-3,3], y # 2z}
1.2 f(z,y) = (Vx — ,ln(m—2),ﬁ)

Debe ocurrir: {x —y >0,z —2 >0, x —y # 0}. Esto equivale a
pedir {z >y, = > 2}. El dominio es

D={(z,y): x>y, x> 2}
1.3 fla,y) = (Vo2 + 92 — 4,In(16 — 22 — 32), In(z) + In(y))

Debe ocurrir: {22 +y? —4>0,16 — 22 —y> >0, 2 > 0, y > 0}.
Esto equivale a {4 < 22 +y% < 16, 2 > 0, y > 0}. El dominio es

D={(z,y):2<Va?+y><4,2>0,y>0}

Calcular
lm (2% + 9%, (2° + y) sen(zy), 2* + yz)
(z,y)—(0,0)

Tenemos

lim z?+4% =0,
(z,y)—(0,0)

lim (2 + y) sen(zy) = 0,
(m,y)—>(0,0)( v)sen(zy)

lm  2? +yx=0.
(2,y)—(0,0)
En consecuencia, lim (2?42, (2% +y)sen(zy), > +yz) = (0,0,0)

(z,y)—(0,0)

Calcular los siguientes limites en el caso de que existan:
, 3—z4+
3.1 1M (g ). 1,2) Tro-2y
, 3—z+y
lim —— =
(@y) =12 4+x =2y

2

3.2. my ) (4,7) 27 50 &
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lim  22sen = 16sen — = 8v/2
(@,9)—(4,m) x 4

3 3x—2
3.3. lim(, )~ (0,0) ﬁ

_ 3x—2y
T 2x—3y

una indeterminacién del tipo 8). Veamos si existe dicho limite. Si nos
aproximamos por rectas y = kx al punto 0 = (0,0), tenemos

La funcion f(z,y) no esta definida en (z,y) = (0,0) (se tiene

3r —2kx 3-2k

.

, 3x — 2y
lim —= =1lim =
(zy)—(0,0) 2 — 3y -0 2x — 3kx 2 — 3k
y=kx
Como el limite depende de k, resulta que segiin nos acerquemos por
una recta u otra el valor sera distinto, de modo que no existe el limite
buscado.

8.4 Mm(ey)—(00) 575

A . . = oL
La funcion gcz‘x +yyz no esté definida en 0. Aproximéndonos por rectas

y = kx, obtenemos

” 2x — vy . 2z —kx

im —==Ilm-———-—

@y)—0,0) T2 +y2  2—0 22 + k222
y=kx

~lm 2Tk
o x—0 $(1 + k2)

3

Si k =0, el limite es +00, dependiendo del lado de la recta y = 0 por
el que nos aproximemos a 0. De modo que el limite no existe.

3.5. limz,)—~(0,0) 745

Intentemos ver qué ocurre al aproximarnos por sucesiones al punto 0.

Consideremos las sucesiones

{(xn,yn)} = {(%,0)} — (0,0) cuando n — o0

1
{(xlmyé)} ={(0,—)} — (0,0) cuando n — oo
n
Aproximéandonos por la primera sucesion, tenemos

1
h’mL: ﬂ_l

11m =
n—00 Tp + Y n—ool/n

3

Si nos aproximamos por la segunda sucesiéon, obtenemos

x! 0
A R o
n—oo T, + Yy, n—00 1/n



Como los limites no coinciden, no existe el limite de la funcién en 0.
3.6. lim, ) (0,0) 22y? In(2? + 4?)
Pasando a coordenadas polares, tenemos

Iim  22y%In(z? + 4?) = lim p* cos? O sen® 6 In(p?
e Y ( y-) lim, p (p”)

Ademas,

0 < |p*cos® @sen? O1n(p?)| < p*In(p?) — 0 cuando p — 0

Para probar que p*In(p?) — 0 cuando p — 0, se aplica la regla de
L’Hoépital. Por la regla del Sandwich, lfm,_q p* cos? @ sen? 0 In(p?) = 0,
lo cual equivale a que lim, ) (0,0) 2?y? In(z? +4?) = 0.

, 2
3.7, im(y,)—(0,0) 72757

< oy | a?
< || = vl < ol = 0 cvando (@.9) — (0.0)
. ) 2
Por la regla del Sandwich, lim, ,)_(0,0) % =0.
, 2,2
38 hm($’y)—>(070) (xziyyg);;/g
Pasando a polares,
2,2 4 20 20
lim = lm 2 2P T 4 peos? O sen® 0
(z,y)—(0,0) (1,‘2 + y2)3/2 p—0 p p—0

Como

0 < |pcos®fsen®f| < p — 0 cuando p — 0,

resulta lim, .o pcos?fsen?f = 0, con lo que

2,2
lm Y
(2,9)—(0,0) (22 + y2)3/2

/. x2
3.9. hm(Z’y)*}(O’()) W

Aproximandonos por rectas y = kx, obtenemos

x? 3 z? 1

Im —— =1im =
(@) =(0.0) 224+ y?  a—0 a2 + k222 14 k2
y=kx
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Como depende de k, no existe el limite.
zly|

3.10. lim; )~ (0,0) Vot
Se tiene
0< z|y| _ 2] ly] < |y| — 0 cuando (x,y) — (0,0)
Vi +y? | Vet P
. , zlyl

Por la regla del Sandwich, hm(%y)_,(op) \/TTy? =0.

2_..)\2
311 iy (00) Lot

Aproximémonos por paradbolas = ky? al punto 0.

lim (y2 — $>2 = lim (y2 — ky2)2 _ (1 — k)Q
@)~ 22 +yt y—0 k2yt+ oyt k2 +1
w=ky

Como la expresiéon depende de k, el limite no existe.

También se puede intentar resolver aproximandonos por sucesiones a
0 (por ejemplo {(1/n?,1/n)} y {(1/n,0)}).

Obsérvese que, en este caso, si nos aproximamos por rectas y = kx, los
limites siempre son los mismos (valen 1) pero, sin embargo, el limite

de la funcién en 0 no existe.
. (y2—x)?
312 1z y)—(0,0) g

Pasando a polares,

2 2
— 1

1
= lim —2(p4 sen? § — 2p3 sen? 0 cos 6 + p? cos? ) =
p—0p

= h’nr(l)(,o2 sen® § — 2psen? 0 cos 6 + cos® §) = cos® 0
p—

De modo que no existe el limite ya que, dependiendo del dngulo 6 por
el que nos aproximemos a 0, obtendremos resultados distintos.

Otro modo de resolver el ejercicio es aproximéandose por sucesiones
adecuadas.

3.13. lim($7y)_,(070) %Sen(riyg)

Consideremos la sucesion



{(xn,yn)} = {(1/n,1/n)} — (0,0) cuando n — oo

Entonces,

) = lim sen(n?/2)

P Yn
lim sen(———-
Ty + Y n—00

(x'fl 1yn)_’(070) a

de modo que no existe limite al aproximarnos a 0 por esta sucesion.
Por tanto, la funcién no tiene limite en 0.

sen(z—y)

314 Hm(m,y)—>(0,0) \/m

Aproximémonos por la recta y = x. Se tiene

lm sen(z —y) i sen(z — x)

— 0 = lIIm
_ /2 2 — A/ 2
(:c,yy)zéo,o) xre + Y z—0 2x

Aproximandonos por la recta y = 0, queda

=0

sen(z — y) senx
lim —==1lm——=1
(@y)—00) (/g2 +y2 -0 T
yy:O T+ vy

La ultima igualdad se obtiene aplicando la regla de L’Hoépital. Se con-

cluye que el limite no existe.

IEQZ

3.15. Mgy 2)—(0,0,0) 772122

Como

y2

- $2+y2—|—22x2

< |zz| — 0 cuando (z,y, z) — (0,0,0),

X 2Z
I2+y2+22

aplicando la regla del Sandwich, lim, , .y—(0,0,0) =0.

Representar graficamente las superficies de nivel de las siguientes fun-
ciones:

4.1. f(z,y,2) = 42% + y? + 422

Se tiene f(z) > 0. Hacemos f(z) = k2, lo que equivale a escribir

2 2 2

2 2 2 _ 12 Yy z
dr” +y " +42" =k :>k2/4

g -1
et

Si k% > 0, entonces tenemos elipsoides de centro 0 y semiejes k/2, k, k /2.
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Si k? =0, tenemos x = y = z = 0, que es el punto 0.

4.2. f(z,y,2) = 22 + y? — 22

Si k>0, % + % — % = 1. Hiperboloide de una hoja cona =b=c =

VEk.
Sik <O, % + % — Z—zk = —1. Hiperboloide de 2 hojas con a = b =

c= =k )

Si k=0, 22 +y?>— 22 =0 lo que nos da un cono.

hiperboloide £

de 2 hojas

hiperboloide
de una hoja

4.3. f(r,y,2) = (x —a)> + (y — b)?

Aligualar a constante, se tiene (z—a)?+(y—b)? = k2 que es la ecuacion
de un cilindro de seccion circular de radio k y centro (a,b). Para el
caso en que k = 0, el cilindro degenera en la recta r = {x = a,y = b}
paralela al eje OZ .




Analizar la continuidad de las siguientes funciones:

2,2

51 floy) - { sty S (0,9) £ (0.0)

0 si (z,y) = (0,0)
La funcion es claramente continua para todo (z,y) # (0,0) al ser en
estos puntos un cociente de dos polinomios donde el denominador no
se anula. Unicamente queda estudiar la continuidad en (x,%) = (0,0).
La funcién sera continua en 0 = (0,0) si existe el limite de la funcion
cuando nos aproximamos a 0 y dicho limite vale lim g ) 0,0 f (2, y) =

£(0,0) = 0.
Aproximémonos a (0,0) por la sucesion {(zn,yn)} = {(1/n,1/n)}.

, (1/m)(1/n)?
om0y T ) = 0 S e (1~ 1/n?

=1 £(0,0)=0

De modo que la funcién no es continua en 0.
22 —y2 .
5.2. f(x,y) =< =°+y* S? (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
La funcién es continua para todo (z,y) # (0,0) al ser en estos pun-

tos un cociente de dos polinomios donde el denominador no se anula.
Unicamente queda estudiar la continuidad en (z,y) = (0,0).

Aproximémonos a 0 por la sucesion {(z,,y,)} = {(1/n,0)}. Entonces

n2
W) 1 4 0.0)=0

lim f(@n,yn) = lim
(@nyn)—(0,0) ( )=l (1/m)

La funcién no es continua en 0.

z+9y)?cos(=xz) S ’
5.3.f(:c,y)={(() Hor o) SE ;ig g;

La funcion es claramente continua en todo (z,y) # (0,0). Veamos qué
ocurre en (z,y) = (0,0).

Obsérvese que

0 < |(z +y)*cos( < (z +y)? — 0 cuando (z,y) — (0,0)

)

£E2+y2

o
Il

Por la regla del Sandwich, lim, ,)_.(0)(z + ) COS(@) =

£(0,0), con lo que f es continua también en 0.
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(2% + ) cos(zzpyz) st (2,9) # (0,0)
0 s (z,y) = (0,0)

Es anélogo al ejercicio 5.3. La funcién es continua en todo (z,y) € R2.

i (a,y) # (0,0)
0 si(a.y) = (0,0)

5.4. f(z,y) = {

5.5. f(z,y) = {

La funcién es continua en todo (z,y) # (0,0). Estudiemos lo que ocurre
en 0 aproximéndonos por la sucesion {(zn,yn)} = {(1/n,1/n)}.

i Famyn) = Tim 2L 12 £(0,0)=0
im T, Yn) = lim = ,0) =
(#n,yn)—(0,0) Y n—oo 2/n?

La funciéon no es continua en 0.
L siz+y#0

5.6. = Tty
fy) {0 sizty=0

La funcion es continua en todo (z,y) que no pertenezca a la recta
r = {x+y = 0}. Estudiemos lo que ocurre en los puntos de esta recta.
Sea (z0,y0) € 7, esto es, yo = —x¢. Veamos si lim, \y_(z0,40) (T, 4) =
f(xo,y0) = 0.

Consideremos la sucesion

{2z, yn)} = {(zo + 1/n,90)} =

= {(‘TO + 1/”7 —$0)} - (an yO) = (-'130, —1'0) cuando n — 00

Entonces
zo+1/n %) sixg >0
lim T, = lim 1 sizg =0
(Invyn)ﬂ(ﬂco,*l‘o)f( > Yn) n—oo 1/n 0

—o0 sizg <O

De aqui se deduce que lim,,, o\ _(z0,—z0) f(Tn;yn) # f(z0, —70) = 0,
de modo que f no es continua en ningtn punto (xg, —zp) € 7.

2 1 .
xsen(s) siy#0
5.7. f(z,y) = Y
La funcion es continua en todo (z,y) que no pertenezca a la recta r =
{y = 0}. Veamos qué ocurre con los puntos de la recta. Sea (z¢,0) € r.
Nos aproximaremos a este punto mediante la sucesion {(zn,yn)} =
{(z0,1/n)}. Entonces



{ No existe  sixg #0

o 2 _
f(@n,yn) = lim zgsen(n) = ¢ si 29 = 0

1m
(®n,yn)—(x0,0)

Es claro que f no es continua en (z9,0) cuando xy # 0. Por otro lado,

0 < [f(z,y)| < 2* = 0 cuando (z,y) — (0,0)

Por la regla del Sandwich, lim(, ,)_.0,0) f(z,¥) = 0 = f(0,0), con lo
que f es continua en (0, 0).

_| 75 s #00
5.8. f(z,y) = { B/Ty si (z,y) = (0,0)

La funcion es continua en todo (z,y) # (0,0). Veamos qué ocurre en

0.

Ty

Por la regla del Sandwich, lim, ) (0,0 \/% = 0= f(0,0), de ma-
z2+y

0<

< Jy| — 0 cuando (x,y) — (0,0)

nera que f es continua en 0.

{ ) 50 £ 0.0
59. f(z,y) = { (0,6) st (z,y) =

Sean las funciones coordenadas de f,

— x’fi% i (
fl(xvy) - Y

si (z,y
0 si (z,y)

[ senzy si(z,y) # (0,0)
fQ(x’y)_{ 0o s (x,z):(o,o)

Para que f sea continua en un punto (z,y), deben serlo tanto f; como

fa.

Es claro que, para todo (z,y) # (0,0), tanto f; como f2 son continuas.

Veamos qué ocurre en (z,y) = (0,0).

Por el problema 3.7, la funcién fi es continua en 0. Ademaés,
(a:,y%lin(o,o) sen(zy) = 0 = f2(0,0)

con lo que fo también es continua en 0. Hemos probado que f es
continua en 0.



