1. INTEGRALES MULTIPLES

1. Calcular las siguientes integrales iteradas:

//xydydx—/ 2z

zye"Vdyde =1

,_.
o\
=

2 3 7
2. / / 22ydedy = 3 =5
1,70, 1
3./ /(1+43}y)dxdy:10
12 O7r/2
4// rsenydydx = 2
04792
5./ /(:U+\/§)d:vdy:46/3
1.Jo
2t 261632
6./ /(Zx—i-y)gdxdy: 6163
o Jo 45
1771 13
7'/ /($4y+y2)dydfc=
—1Jo 15
é

—zIny)dydx =1In(2) — 3

Y 21
=) dydr = —In(2
1) dyde = 5 e

Nel

! o
2

N

[N}

M/-\

H
a | 8

e Vdrdy =6

dydx—\f—*\f—i-*

0

1 A
/0 \/:C2+y +1

2. Calcular las siguientes integrales dobles:
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L. [ [p(62%y® —5y*)dA, R=10,3]x[0,1]  Solucion: %

2. [ [pcos(z+2y)dA, R=[0,7]x[0,7/2] Solucién: — 2

3. [ Jr rye®vdA, R=1[0,1] x[0,2] Solucioén: 622_3
4 [ [p iy A, R=[0,1]x[0,1]  Solucion: 2In(2) — 1

5. [ [pa¥dA, R=1[0,1] x[0,1] Solucién: In(2)

3. Hallar el volumen del solido acotado por el rectangulo R = [0,1] x
[—2,3] v el plano 3z + 2y + z = 12.

Dado que z = 12 — 3z — 2y > 0 para todo (x,y) € R, basta calcular la
integral



//(12—3x—2y)dA:95
R 2

4. Calcular [ [, (2* — y) dA siendo D la regién comprendida entre las
graficas de las curvas y = 22, y = —22 y las rectas x = -2 y = = 2.
Se tiene

//D(:EQ ydA= /_22 /_iz(xQ —y)dyde = /_22 22y — y2/2]", do =
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= / 20t do = [22°/5)% 5 = 128/5
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5. Determinar [ [, zy dA siendo D la region del primer cuadrante ence-

rrada entre las parabolas 3y% = z e y = 2.

Calculemos la intersecciéon de las dos graficas.

y=+vz/3=2>=>z/3=2= 232> -1)=0

De modo que la interseccion se daen . =0,y =0y en z = 371/3 y =
3723,

Entonces,
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6. Evaluar [ fD xy dA con D la region acotada por larectay=ax—2y
la parabola y? = 2z + 4.
Calculemos la interseccion de ambas curvas

y? —4

rT=y+2= =yt —2y-8=0=>y=4,y=—2

La intersecciéon sedaen z =6,y =4 yenz =0,y = —2.
La region encerrada por D es de tipo 2 ya que, despejando x en funcion
2
de y, se tiene hy(y) = yT_A‘ y ho(y) =y + 2 con

D ={(z,y) : hi(y) <z < ho(y), -2 <y < 4}
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Entonces




7. Determinar el volumen del sélido comprendido entre el paraboloide
eliptico 22/4 +y%/9 4+ 2z = 1 y el rectangulo R = [—1,1] x [-2,2].

Dado que z = 1 — 2?/4 — y%/9 > 0 para todo (x,y) € R, el volumen
pedido es
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8. Calcular [ | R 22y dA siendo R la region plana contenida en el cuadrado
unidad I = [0,1] x [0,1] y acotada por las curvas y = 22 e y = z*. Hagase el
calculo variando el orden de integracion.

Se tiene
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Al variar el orden de integracion, se obtiene
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9. Hallar el area del recinto F acotado por una elipse de semiejes a y b.
2
La ecuacién de la elipse es ﬁ—z %2 = 1. El area pedida es cuatro veces el

area del recinto

b
F:{(ﬂ%y)ioéxﬁa,Ogyg a2—x2}
a

Calculemos el area de F:
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La penultima igualdad se obtiene al realizar el cambio x = asent. En
consecuencia, el area pedida es wab.

10. Hallar el area del sector comprendido entre las circunferencias 2 +
y?=2rvya?+y’=4rylasrectasy =x ey =0.

La circunferencia x? + y? = 2z se puede escribir como (z — 1)2 +y?> =1
y la circunferencia 22 + y? = 4 se puede escribir como (z — 2)? +y? = 4. Se



tienen dos circunferencias centradas en (1,0) y (2,0) respectivamente, y de
radios 1 y 2. La regién A cuya area debemos calcular es el sector encajado
entre las dos circunferencias y acotado por las dos rectas (hagase un dibujo).
Debemos obtener [ [ 4 1ldz dy. Para ello, hacemos un cambio a coordenadas
polares T'(r,0) = (x,y), obteniendo

area(A):// rdrdf

donde A’ es la region, en coordenadas polares, tal que T'(A’) = A.

Si se pasa x2 + y? = 2z a polares, queda la expresion r2 = 2r cos 6, esto
es, r = 2cos . Por otro lado, la circunferencia 2 +y? = 42 queda expresada
como 12 = 4rcosf, esto es, r = 4cosf. La recta y = 0 es § = 0 en polares,
mientras que y = x es § = w/4. En definitiva,

A" ={(r,0): 0 €[0,7/4], r € [2cosh,4cosb]}.

Por consiguiente,

w/4 rdcos6 /4 r2 4cost
area(A) = // rdrdf :/ / rdrdf :/ [] do =
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11. La temperatura media de una placa situada en la region D = {(x,y) :
2?2+ y? <25} es Ty = mﬂ#, con T'(z,y) la temperatura en grados
centigrados correspondiente al punto (z,y) de la placa y A(D) el area de la
placa. Se supone que la temperatura es proporcional a su distancia al origen.
Sabiendo que T'(1,0) = 100, hallar la temperatura media de la placa.

La temperatura T'(z,y) es T(x,y) = ky/x? + y2. Teniendo en cuenta que

T(1,0) = 100, resulta k = 100. Por consiguiente, la temperatura media es

[ Jp 100/ 2% 4 y% dx dy

257

siendo 257 = drea(D). Si pasamos a polares,
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La temperatura media es, por tanto,
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= 333,3°C.
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12. Evaluar [ [,(3z + 4y?) dA con R la region del semiplano superior
acotada por los circulos 22 + 3% =1y 22 +y? = 4.

Pasando a coordenadas polares, el recinto R se transforma en el recinto
R’ =1,2] x [0, 7]. Debemos calcular la integral

//3$+4y2d:cdy:// (3r cos 0 + 4r° sen? 0)r dr df) =
R /

T 2 i
= / / (3r2 cos 0 + 413 sen? 0) dr df = / [1"3 cos § 4 r* sen? 9]? do =
1 0
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:/ Tcosh + 15sen®0dh = %
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13. Calcular el volumen del s6lido acotado por el plano z = 0 y el para-
boloide z = 1 — 22 — 32,
La interseccion del plano con el paraboloide es la circunferencia 22 +y? =

1 contenida en el plano z = 0. El volumen pedido es

://l—xZ—deazdy
D

siendo D el disco D = {(z,y,0) : 22 + y?> < 1}. Pasando a coordenadas
polares, se obtiene

//1—2: —y da:dy—// (1 —=7r)rdrdd

siendo D' = [0,1] x [0, 27] el transformado del recinto D en coordenadas
polares.
Por tanto,

2 1
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14. Calcular el volumen del solido que se encuentra bajo el paraboloide
z = 22 4+ 42, sobre el plano z = 0, y dentro del cilindro 22 4 y? = 2z.

El cilindro se puede escribir como (z — 1)2 +y? = 1. Es, por tanto,
perpendicular al plano z = 0 y se corta con él en una circunferencia centrada
en (1,0,0) y de radio 1. Se deja al lector representar graficamente la region
sblida pedida.

Se desea obtener el volumen V = ffD 22 4+ y? dx dy siendo D el disco
D = {(x,9,0) : (x — 1)? + y? < 1}. Pasando coordenadas polares,

:// 3 dr df
D/

5



con D' ={(r,0):0 € [-m/2,7/2], 0 <r <2cosb}.

Por tanto,
w/2  r2cosf /2
/ / r3drd9—/ 4cos40d9:3—7r
7/2.J0 /2 2

15. Calcular las integrales

s [0

;2] % [0,3] y € = [=1,1] x [0,2] x [0, 1].

///xyz dV = // /a:yz drdydz =
v 32 2T
// 2 /0 =
Por otro lado,

1 2 1
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16. Calcular la integral [ [ [52dV con B el tetraedro solido acotado
por los planos z =0,y=0,2=0yx4+y+2z=1.
La region B es

con B =[0,1]

B={(z,y,2):2€[0,1,0<y<1—-2,0<2<1-—2z—y}

[ Lo [ [T e [0

A e N e e

17. Evaluar [ [ [z V@2 +22dV con B la region sélida acotada por el
paraboloide y = 22 + 22 y el plano y = 4.




La integral pedida toma el mismo valor que I = fffBl Vaz+y?dv,

siendo By la region sélida acotada por el paraboloide z = 22 + 32 y el plano
z = 4. Calculemos I. Si pasamos a coordenadas cilindricas,

I:/// r2 dz do dr
Ba

con By = {(r,0,2) : 7 €[0,2],0 € [0,27], z € [0,7%]}. De modo que

2 27 r2 2 27 2 267'['
I = / / / r2dzdf dr = / / r*df dr = / omrddr = =
o Jo Jo o Jo 0 5

18. Utilicese una integral triple para calcular el volumen de:

= El solido acotado por la superficie y = x? y los planos 2 =0, z =4 e
y=9.

» La region solida acotada por el cilindro z2+%% = 9 y los planos y+2z = 5
yz=1.

Llamemos B a la primera region. Buscamos V = [ [ [ dV. Se tiene que

B={(z,y,2):x€[-3,3,2€[0,4],y € [z2,9], },

de modo que

4 3 9 4 3 4
v—/ / /dyd:cdz—/ / 9—x2dxdz—/ 36dz = 144
0 —3Jz2 0 -3 0

Llamemos C' a la segunda region. Buscamos V = [ [ [, dV. Pasando a
coordenadas cilindricas, si denotamos por C] a la region transformada de C,
resulta

C1 ={(r,0,z) :r€]0,3],0 € [0,27],z € [1,5 — rsenb]},

de modo que

3 27 5—rsenf 3 27
vz/ / / rdzdadr:/ / dr —r%sen 6 dO dr =
0 0 1 0 0

3
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19. Evaluar, utilizando coordenadas cilindricas, la integral



/ / / (2% + y*) dz dy dx
Vi—z2 :132+y

La regiéon soélida, escrita en coordenadas cilindricas, es

B={r,0,2):r€]0,2],0 €0,2r],z € [r,2]}

La integral resulta ser

27 2
I—// /7“ dzd@dr—// 23 — rddf dr =
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20. Hallar, utilizando coordenadas cilindricas, el volumen del cuerpo li-
mitado por las superficies z = 22 + 3% y 2 = 2 — 22 — 2.

Las superficies son dos paraboloides elipticos, el primero con vértice el
origen de coordenadas y apuntando hacia el eje Z positivo y el segundo con
vértice el punto (0,0,2) y apuntando hacia el eje Z negativo.

Estudiemos un punto (x,y, z) que esté en la interseccion de las dos su-
perficies. Se tiene que 22 4y? = 1. Como, ademés, z = 22 +y?, resulta z = 1.
Pasando a coordenadas esféricas, la region encerrada entre los paraboloides
es

B=/{(r,0,2):r€[0,1],0 € [0,27],z € [r*,2 — %]}

El volumen buscado es

1 r2r p2—1r2 1 r27
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21. Evaluar, utilizando coordenadas esféricas:

3/2
. fffB (6x2+y2+z2) / dV, siendo B C R3 la bola unidad.

» [ [ [zzyzdV, siendo B C R? la region comprendida entre las esferas
p=2y p=4ysobre el cono ¢ = 7/3.

» El volumen de la region solida dentro de la esfera 22 + 3% + 22 = 4,
sobre el plano z = 0 y bajo el cono 22 = x2 + 3.



3/2
Seali = [ [ [3 (ex2+y2+22) dV la primera de las integrales. Pasando
a coordenadas esféricas,
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Sea Iy = [ ffB xyzdV la segunda de las integrales. Pasando a coorde-
nadas esféricas,

w/3 27 4
I _/0 /0 /2 (psen¢cos0)(psenq§sen9)(pcosq§)p2 senpdpdf dp =

/3 27 4
= / sen® ¢ cos ¢ do / sen ¢ cos ¢ df / p°dp =
0 0 2

1 w/3 1 2m 1 4
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Para determinar el volumen del dltimo apartado, basta calcular la inte-

gral I = [ [ [5dV siendo B la region especificada. Si se expresa en coorde-
nadas esféricas, se obtiene otra regién

Bi={(p.0,9): pc 0,20 € [0,2n],6 € [r/4,7/2]}

El volumen pedido es

w/2 2w p2 w/2 2 2
V= 2 dpdf do = d do 2dp =
/7r/4/0 /Opsemép ¢ /Msenqﬁcﬁfo /Opp
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