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Construccién y primeras definiciones

Introduccién

Sea f : B C R3 — R una funcién acotada de tres variables,
definida sobre el paralelepipedo rectangular

B = {(x,y,z2)€R3:a<x<b c<y<d r<z<s}
= [a,b] x [¢c,d] x[r, 5]

Se consideran tres particiones P, Q y R de [a, b], [c,d] y [r, s]
respectivamente, con

PE{X0:a<X1<X2<"'<Xn1:b}
OQ={ypw=c<yi<ypp<---<yp=d}
R={z=r<yi<y;<--+<Zzy =5}
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Construccién y primeras definiciones

Introduccién

Estas particiones determinan los paralelepipedos

[xi—1, xi] X [yj—1,¥j] % [zk—1, 2] de la particién de B. Se tendran
n = nynyn3 paralelepipedos, B;, con i =1,...,n.

La particion serd A = {By,...,B,}. Al volumen de cada B; lo
denotaremos por V(B;).
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Construccién y primeras definiciones

Introduccion

Sean M; y m; el supremo y el infimo de f en B;. Consideremos las
sumas

n n
SA = Z m,V(B,) SA = Z M,V(B,)
i=1 i=1

Se cumplen las propiedades:
1. SA < SA.
2. Si A’ es mas fina que A (P’ mds fina que P, Q' mas fina que
Q y R’ mds fina que R), entonces
sn<sn y Sn<Sa
3. Para todo par de particiones A, A\’, se tiene sp < Sp/

4. Si s es el supremo de los sp y S es el infimo de los Sp,
entonces s < S.
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Construccién y primeras definiciones

Sis =S, se dice que f es integrable en B, y el limite, al que
llamamos integral triple de f sobre B, se escribe asi:

///Bf(x,y,z)dv é ///Bf(x,y,z)dxdydz

Teorema

Sea f acotada en B. Entonces f es integrable en B si y sélo si
para todo € > 0 existe una particion A tal que Sp — sp < €

A\
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Construccién y primeras definiciones

Definicién
Dada la particion A = {Bl, .oy Bn},

5A<Zf '7y171 V(BI)SSA

para cualquier seleccion de (x*,y’*,z¥) € Bj. A la suma
Yo f(xF, yF,zF) V(B;) se la llama suma de Riemann asociada a
A.
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Construccién y primeras definiciones

Definicién

Una particion A, de B = [a, b] x [c,d] x [r, s| es regular si P,, O,
y Rn son particiones regulares de n+ 1 puntos de [a, b], [c,d] y
[r,s] respectivamente.

Observacion

Dada la particion regular A, = {Ba, ..., B3}, la integrabilidad se
puede reescribir como la existencia del limite

n3

lim f(Xl*7yl*7Zl*) V(Bl)
n—o0 P

para cualesquiera (x;,y’,z*) € B;.
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Integrabilidad de funciones continuas

Teorema

Toda funcién continua f : B — R definida sobre un paralelepipedo
rectangular B es integrable. De hecho, basta con que f sea
acotada y que el conjunto de puntos de discontinuidad esté
formado por una unién finita de graficas de funciones continuas de
dos variables definidas en compactos.
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Propiedades

Propiedades (Propiedades de las integrales triples)

Si f, g son integrables en B, f + g y kf también lo son,
cumpliéndose:

L [ [ [o(F+g)dV=[[[sfdV+[[ [sgdV.
S fakfdV =k [ [ [5fdV.

2
3. Sif>g, entonces [ [ [ffdV > [ [ [ggdV.
4. Si B, By son paralelepipedos con un lado comdn, y

B=B1UBy, [ [ [s fdV+[[[sfdV=][[[zfdV.

[ [ [efdV]< [ [ [glflaV

e
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Integracién respecto de una variable

Definicién (Integracién parcial)
Sea f : B — R continua en B = [a, b] X [c,d] x [r,s]. La
5]
integracién parcial de f con respecto a z, f(x,y, z) dz, consiste

r
en calcular la integral en la que se consideran x,y fijas y se integra

f(x,y,z) con respecto a z.
De modo andlogo se define la integracion parcial de f con respecto

b d
ax, / f(x,y,z)dx, o con respecto a y, / f(x,y,z)dy.
a @

S

En el primer caso, V(x,y) = / f(x,y,z) dz depende de las

.
variables x e y. En los otros dos casos se obtienen las funciones
V(x,2) y V(y,2).




Integrales en un paralelepipedo rectangular.
oceo

Integracion iterada

Definicién (Integracién iterada)

Si se integra la funcién V(x,y) f f(x,y,z)dz, respecto dey y
respecto de x, se obtiene la integral iterada:

/ab Uch(x,y)dy] dx:/ab [/d [/rsf(x,y,z)dz}dy} e

Se denota:
b pd ps
/ / / f(x,y,z)dzdydx

Obsérvese que existen seis posibles érdenes de integracion.
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)

Sea f continua en B = [a, b] x [c,d] X [r, s]. Entonces:

///Bf(x,y,z)dV:/ab/cd/rsf(x,y,z)dzdydx

El valor de la integral no depende del orden de integracion elegido.
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Regiones elementales

Definicién (Regiones elementales)

Una region sélida E se dice de tipo 1 si
E= {(vaaz) : (X,_)/) € D7 U]_(X,y) <z< U2(X,y)}
con uy, up : D — R funciones continuas definidas sobre una region

elemental del plano xy.
Decimos que E es de tipo 2 si
E= {(X,y,Z) : (y,Z) € Da Ul(y,Z) <x< U2(yaz)}
con uy, uy : D — R funciones continuas definidas sobre una region
elemental del plano yz.
Decimos que E es de tipo 3 si
E = {(vavz) : (X>Z) € D: ul(X¢Z) <y< U2(X,Z)}
con uy, uy : D — R funciones continuas definidas sobre una region

elemental del plano xz.
Estas regiones sélidas son regiones elementales en el espacio.
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Integrales sobre regiones elementales

Definicién (Integral sobre una regién elemental)

Dada f : E — R continua, con E region elemental, se define la
integral de f sobre E, [ [ [ f(x,y,z)dV, del siguiente modo:
Sea un paralelepipedo B, con E C B, ysea F : B — R
_ [ flxy,2) si(xy,z)€E
F(x,y,z)—{ 0 si(x,y,z) ¢ E
Entonces

[ [ [renarav=[ [ [ rourerav

La definicion no depende del B elegido.
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Integrales en regiones elementales

Teorema

Sif: E — R es continua en una regién E de tipo 1, entonces

[ pua(xy)
///f(x,y,z)dV:// / f(x,y,z)dz| dA
E D | Ju(x.y)

Si la region E es de tipo 2, entonces

[ rua(y.2)
///f(x,y,z)dV:// / f(x,y,z)dx| dA
E D |Ju(y,z)

Si la region E es de tipo 3, entonces

/// boy,z)dV = // [/()) Xy,Z)dy] dA
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Propiedades de la integracidn en regiones elementales

L [[Je(f+g)dvV=][[cfdV+[] [cgdV.
[ fekfdV =k [ [ [-FdV.

2
3. Sif>g, entonces [ [ [(fdV > [ [ [cgdV.
4

. Si E = E5 UE; sin que By y Ey se solapen salvo, quiza, en los
bordes, entoncesfffEde = fffEl de+fffE2 fdv.

5. [ [g1dV = V(E) siendo V(E) el volumen de E.
6. Sim< f(x,y,z) < M para todo (x,y, z) € E, entonces

mV(E)g///Efdvgl\/IV(E)

/// fdV = f(xo, ¥0,20)V(E) para algiin (xo, y0, 20) € E.
E

=




Cambio de variable

Cambio de variable en integrables triples

Sea T : R® — R3 una transformacién C! del espacio uvw en xyz,
T(u,v,w) = (x,y,z), esto es, con x = x(u,v,w), y = y(u, v, w),
z=12z(u,v,w).

Definicidon

El jacobiano de T es el determinante de su matriz jacobiana:

Ox Ox  Ox
Ju Ov JOw
_ 0 0 0,
det (JT(u,v,w))=det | £ ¥ X
Jz 0z oz

Ou dv  w
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Cambio de variable en integrales triples

Teorema

Sea T : S; — Sy una transformacién C' y biyectiva definida entre
dos regiones sdlidas elementales, Sy contenida en el espacio uvw y
S1 contenida en el espacio xyz. Entonces, sif : S5 — R es

integrable,
// f(x,y,z)dxdydz =
S

-/ /5 (4, v, w)) |det(JT (u, v, w))| dudv dw
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Cambio de variable a coordenadas cilindricas

Teorema (Coordenadas cilindricas)

Si la funcién T transforma coordenadas cilindricas en cartesianas,
T(r,0,z) = (x,y,z), con

x=rcosf, y=rsenf, z=7z
yconr € [0,00), 0 €[0,27) y z € R, se tiene el jacobiano
cosf —rsenfl 0
det (JT(r,0,z))=| senf rcosf 0 |=r,
0 0 1

de modo que el teorema del cambio de variable queda asi:

///Slf(X,y,z)dxdydz:///S2f(T(r,9,z))rdrd9dz
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Cambio de variable a coordenadas cilindricas

P(p,0,2)

Coordenadas cilindricas
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Cambio de variable a coordenadas esféricas

Teorema (Coordenadas esféricas)

Si la funcion T transforma coordenadas esféricas en cartesianas,
T(p,0,6) = (x,y,2), con

x =psen¢cosf, y=psengsenl, z = pcosqo

y tal que p € [0,00), 0 € [0,7), ¢ € [0,27), se tiene el jacobiano

sen¢pcosf —psengdsenf pcos o cosb
det (JT(p,0,0)) = | sengpsenfl psenpcosf pcospsend
cos ¢ 0 —psen ¢

= —p*sen¢,




Cambio de variable
oeo

Teorema (Coordenadas esféricas)

El teorema del cambio de variable queda asi:

///51 flaysalexdyda=

:/// f(psen ¢ cosh, psen psenf, pcos p)p® sen ¢ dp df db.
S
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P(p,0,¢)

\

Coordenadas esféricas
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