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Integrales de funciones de dos variables en rectangulos.
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Motivacién y definicion

Introduccidn

Sea f : R € R? — R una funcién acotada de dos variables,
definida sobre el rectangulo
R=1[a,b] x[c,d] ={(x,y) ER?®:a<x<bh, c<y<d}

Se consideran dos particiones P y Q de [a, b] y [c, d]
respectivamente, con

P={x=a<x3<xx<-<xp=Db}

OQ={pw=c<yn<yp<-<ym=d}
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Motivacién y definicion

Introduccion

Estas particiones determinan los rectangulos [xi—1,x;| x [yj—1, yj]
de la particién de R. Se tendran n = nyn, subrectdngulos, R;, con
i=1,...,n.

La particion serd A = {R1,...,R,}. Al drea de cada R; la
denotaremos por A(R;).
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Motivacién y definicion

Introduccion

Sif>0en R, llamamos S al sdlido cuya tapa superior es la
grdfica de f y cuya tapa inferior es el rectangulo R. Sean M; y m;
el supremo y el infimo de f en R;. La suma

n
SA = Z m,-A(R,-)
i=1

es el volumen de un sélido inscrito en S. De igual manera, la suma

Sa = Z MA(R;)

i=1
es el volumen de un sdlido circunscrito en S. Si llamamos V' al
volumen del sélido S, es claro que sp < V < Sa.
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Motivacién y definicion

Introduccidn

Se cumplen las propiedades:

@ sp < Sh.
o Si A" es mds fina que A (P’ mds fina que P y Q' mds fina
que Q), entonces

san<sp y San<Sa

@ Para todo par de particiones A, A\’, se tiene sp < S
@ Sis es el supremo de los sp y S es el infimo de los Sp,
entonces s < S.

Sis =S, se dice que f es integrable en R, y el limite, al que
llamamos integral doble de f sobre R, se escribe asi

//Rf(x,y)dA o’//Rf(x,y)dxdy
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Motivacién y definicion

Observacion

Para definir | [, f(x,y)dxdy no es necesario f > 0. Si f toma
valores negativos, la integral se puede interpretar como un volumen
con signo.

Teorema

Sea f acotada en R. Entonces f es integrable en R si y sélo si
para todo € > 0 existe una particion A tal que Sp — sp < €

Definiciéon
Dada la particion A = {Rl, o Rn},

5A<Zfl7yl)A )<5A
i=1

|

para cualquier seleccion de (x*,y*) € R;. A la suma
oy F(xF, yF)A(R;) se la llama suma de Riemann asociada a A.
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Motivacién y definicion

Definicién

Una particion A, de R = [a, b] x [c, d] es regular si P, y Q, son
particiones regulares de n + 1 puntos de [a, b] y [c, d]
respectivamente.

Observacion

Dada la particién regular A, = {R1,..., R}, la integrabilidad se
puede reescribir como la existencia del limite

n—00 4

P
lim > £,y )A(R)
i=1

para cualesquiera (x;,y’) € R;.
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Integrabilidad de funciones continuas

Teorema

Toda funcién continua f : R — R definida sobre un rectangulo R
es integrable. De hecho, basta con que f sea acotada y que el
conjunto de puntos donde es discontinua esté formado por una
union finita de graficas de funciones continuas de una variable
definidas en compactos.




Integrales de funciones de dos variables en rectangulos.
°

Propiedades

Propiedades (Propiedades de las integrales dobles)

Si f, g son integrables en R, f + g y kf también lo son,
cumpliéndose:

S (f+g)dA= [ [pfdA+ [ [ogdA.
2. [ [ kfdA=k [ [fdA.

3. Sif > g, entonces [ [ fdA> [ [, gdA.
4. Si Ri, Ry son rectangulos con un lado comin, y R = R1 U Ry,

JJr fdA+ [ Jg, fdA= [ [T dA.
N[ JoFdAl < [ [gIf| dA

[y

1
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Integracién respecto de una variable

Definicién (Integracién parcial)

Sea f : R — R continua en R = [a, b] x [c, d]. La integracién
d

parcial de f con respecto a y, / f(x,y)dy, (resp. integracién

parcial de f con respecto a x, / f(x,y) dx) consiste en calcular

la integral en la que se considera x fija y se integra f(x,y) con
respecto a y ( resp. con y fija e integrando con respecto a x )
d

En el primer caso, A(x) = / f(x,y) dy depende de la variable x

Cc

b
y en el segundo, A(y) = / f(x,y) dx depende de la variable y.
a
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Integracion iterada

Definicién (Integracién iterada)

Si se integra la funcion A(x) = fcd f(x,y)dy, se obtiene la integral

iterada:
b b d
/ A(x) dx :/ [/ f(x,y) dy] dx
Se denota:

/ab/cdf(x,y)dydx:/ab [/Cdf(x,y)dy] dx
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Teorema de Fubini

Teorema (Fubini)

Sea f continua en R = [a, b] X [c, d]. Entonces:

//Rf(x’)’)dAZ/ab/cdf(x,y)dydx:/Cd/abf(x,y)dxdy

De hecho, si f es acotada y sus discontinuidades forman una unién
finita de grdficas de funciones continuas cumpliéndose que
fcd f(x,y)dy existe para todo x € [a, b|, entonces

/ab/cdf(x,y)dydx://Rf(x,y)dA

Si f(x,y) = g(x)h(y) es continua en R, entonces

[ [ etontyaa= | o) / i

Corolario
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Regiones elementales

Definicién (Regiones elementales)

Una region del plano D se dice que es de tipo 1 si se encuentra
encerrada entre las graficas de dos funciones continuas gi(x) y
g2(x), esto es,
D={(x,y):a<x<b,g(x)<y<g(x)}
Se dice que D es de tipo 2 si se encuentra encerrada entre las
grdficas de dos funciones continuas hi(y) y h2(y), esto es,
D= {(Xay) c<y< d7h1(y) <x< h2(y)}

A estas regiones las llamaremos regiones elementales.
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Regiones elementales

tipo 1 tipo 2
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Integrales en regiones elementales

Definicién (Integral sobre una regién elemental)

Dada f : D — R continua, con D regién elemental, se define la
integral de f sobre D, [ [, f(x,y)dA, del siguiente modo:
Sea un rectangulo R, con D C R, ysea F : R — R
_ [ flxy) si(x,y)eD
e ={ 0" S éo

//Df(x,y)dA://RF(x,y)dA

La definicion no depende del rectangulo R elegido.

Entonces

Observacion

Sif>0, [] p f(x,y) dA representa el volumen encerrado entre la
grdfica de f y la region D. Si f =1, se obtiene el drea de D.

N,
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Integrales en regiones elementales

Teorema

Sif: D — R es continua en una region D de tipo 1, entonces

82(x)
//fxydA // f(x,y)dy dx
&1 (

Si la region D es de tipo 2, entonces

h2(}/)
// (x,y)dA = / / f(x,y)dxdy
hi(y)
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Propiedades de la integracidn en regiones elementales

L [[p(f+g)dA= [ [,fdA+ [ [,gdA.

2. [ [y kfdA=k [ [, fdA.
3. Sif > g, entonces [ [ fdA> [ [,gdA.
4

. Si D = D1 U Dy sin que Dy y D, se solapen salvo, quiza, en
los bordes, entonces ffD fdA= [ fD1 fdA+ [ sz f dA.

[ Jp1dA = A(D) siendo A(D) el drea de D.
6. Sim < f(x,y) < M para todo (x,y) € D, entonces

&1

mA(D)g//DfdAglle(D)

7. / f dA = f(x0, y0)A(D) para algtin (xo, o) € D.
D




Integracién sobre regiones mas generales.

Areas de superficies

Teorema (Areas de superficies)

Dada una superficie S de ecuacion z = f(x,y) con (x,y) € D, una

region elemental, y tal que f, y f, son continuas, entonces el drea
de S, A(S), es

A(S) = / /D 1+ B0y + £ (x,y)2 dA




Cambio de variable

Cambio de variable en integrables dobles

Sea T : R? — R? una transformacién C! del plano uv en el plano
xy, T(u,v) = (x,y), esto es, con x = x(u,v) e y = y(u, v).

Definicién
El jacobiano de T es el determinante de su matriz jacobiana:

9u v _8X8y Ox Oy

ox  Ox
det(JT (u,v)) = det ( %y %y ) =
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Cambio de variable en integrables dobles

Teorema (Cambio de variable en integrales dobles)

Sea T : Dy — Dy una transformacién C' y biyectiva definida entre
dos regiones elementales, D> contenida en el plano uv y Dy
contenida en el plano xy. Entonces, si f : D; — R es integrable,

//D f(X’y)dXdYZ//DQf(T(u,v)) |det(JT (u, v))| dudv

<




Cambio de variable
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Cambio de variable a coordenadas polares

Corolario
Si la funcion T transforma coordenadas polares en cartesianas,
T(r,0) = (x,y) con

x = rcosf y = rsend,

y conr € [0,00), 6 € [0,27), entonces el jacobiano es

cos —rsenf
det (JT(r,0)) = = r(cos® 0 +sen’6) = r

senf) rcos@

De modo que el teorema del cambio de variable nos da

// f(x,y)dxdy:// f(rcos, rsen@)rdrdf
D1 D2
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Cambio de variable a coordenadas polares

\J

Coordenadas polares
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