1. ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS
1.1. PRIMERAS DEFINICIONES. PROBLEMA DEL VALOR

INICIAL

Definicion 1.1. Una ecuacién diferencial es una ecuacion en la que inter-
vienen una variable dependiente y sus derivadas con respecto a una o mds
variables independientes. Por ejemplo:

d
1. c% =30y ¢ y' = 30y (modelo de crecimiento de poblaciones).
d
2. dfgtl =3(y — 60) ¢y =3(y —60) (ley de enfriamiento de Newton).
R S S W
. —= +3—= =009 =
Ta T3 F2 =00y +3y +2y =
d3 d?
4. d—m‘z +2 <d:cé/> =cosz 6 y" +2(y")* = cos z.

Llamamos a la x y a la t variables independientes, y a la y = y(x) ¢
y = y(t), variable dependiente. A estas ecuaciones con una sola variable
independiente se les llama ecuaciones diferenciales ordinarias.

El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden
en la ecuacion. Ast, y" + 3y = x + 2 es de orden 2.

El grado de una ecuacion diferencial es el grado de la derivada de mayor
orden que aparece. Asi, (y")3 +3(y')* = z + 2 tiene grado 3.

Una ecuacién diferencial ordinaria general de orden n se suele escribir en
la forma F(z,y,/,...,y™) = 0, aunque otro modo habitual es expresarla
en forma canonica o reducida y™ = fz,y, ... ,y”_l)).

Definicion 1.2. Dada una ecuacion diferencial ordinaria de orden n

(1) F(z,y,9,...,y") =0,

)=
llamamos solucion de (1) en un intervalo I = (a
definida en (a,b) tal que F(x,y(z),y'(x),...,y"

7b) a una funcion y = y(x)
)(z)) = 0 para todo z € I.

Ejemplo 1.1. Dada la ecuacion diferencml y' =30y, cony=y(t), resulta

/ /
y:30:>/ydt:/30dt:>1ny:30t—|—0:>y:ece30t:>y(t):De30t
Y Yy

De modo que la solucion general de la ecuacion diferencial y = 30y
es y(t) = De®, con D = eC tomando cualquier valor real positivo. Es-
ta solucion representa un modelo de crecimiento de poblacion con recur-
sos ilimitados en el que la velocidad de expansion de la poblacion sélo de-
penderd del nimero de individuos iniciales (para tiempo t = 0, tenemos
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y(0) = D = €% individuos). La expresion y(t) = De?* recibe el nombre de
familia monoparamétrica de soluciones, ya que para cada valor del pardmetro
D obtenemos una solucion de la ecuacion diferencial.

40

30 &

Ejemplo 1.2. Dada la ecuacion diferencial de sequndo orden y" + 16y = 0,
la expresion y(x) = Cq cosdx + Cysendx, es una familia biparamétrica de
soluciones de la misma, esto es, para cada par de valores que demos a los
parametros C1,Co € R, obtenemos una solucion de la ecuacion. En efecto,

y'(x) = —4Cy sendx + 4Cycosdz 3y’ (z) = —16C} cos 4z — 16C; sen 4.

Al sustituir en la ecuacion y"(z),y(x) por los valores obtenidos, se tiene

—16C} cosdx — 16Cy sen 4z + 16(Cy cosdx + Cysendx) = 0,

con lo que y(x) = Cy cosdx + Cysendx cumple la ecuacion diferencial y es,
por tanto, una solucion de la misma para cualesquiera valores de Cy y Co.

A menudo interesa resolver una ecuacion diferencial y™ = f(z,y,v/,...,y" V)
sujeta a unas condiciones prescritas {y(zo) = o,y (x0) = y1,...,y" V(o) =
Yn—1}, CON Yo, Y1, - - -, Yn—1 constantes conocidas. A los problemas de este tipo
se les llama problemas de valor inicial.

Problema de valor inicial de primer orden.

Se trata de encontrar la solucién de una ecuacion diferencial de primer
orden sujeta a una tnica condicion inicial

y/ = f($;y)
(1){ y(wo) = yo

Valga como ejemplo el problema

/
y =30y
1
O o
Por lo visto en el Ejemplo 1, la soluciéon general es y(t) = De3%. Como,
ademas, debe verificar la condicién inicial y(0) = 4, se tiene 4 = De¥ = D.

En consecuencia, la tinica solucién de la ecuacién diferencial que cumple la
condicién inicial es y(t) = 4e3%.
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Teorema 1.1. Ezistencia y unicidad de soluciones.

Sea R={(z,y):a<z<b,c<y<d} con (xg,y0) € R. St f y% son
continuas en R, entonces existe un intervalo I = (xg—€,x0+€) y una unica
funcion y(x) definida en I que cumple

y/ = f(x7y)
(1){ y(wo) = yo

1.2. ECUACIONES DE PRIMER ORDEN

Definicion 1.3. Variables separables.

Una ecuacion diferencial de primer orden de la forma g(z)+h(y ) =0,

con g y h continuas, se dice que es separable o de variables separables. Se
puede reescribir separando las variable en la forma h(y)dy = —g(z)dz.

Ejemplo 1.3. Hallemos la solucion general de la ecuacion de variables se-
parables (2% +4) % = zy.

Al separar variables, queda la expresion %dy = xzi%dx. Integrando ambos
miembros, tenemos

d

/y:/ 2$ dr = Inly| = ln(x +4)+C = an%—C’l
Y e +4

En consecuencia,

ly| = e Val+d4=y=+"Va2 + 4= y=CVa2+4

Si buscamos la solucion particular que cumple una condicion inicial dada,
por ejemplo, y(2) = 1, entonces tenemos 1 = Cv/22+4, lo que implica
que C = 2\1/5. La solucion serd y(x) = T\lﬁ\/:UQ + 4. Elevando al cuadrado,

obtenemos la hipérbola 8y* — x? = 4. La solucion es la rama positiva (y > 0).

Definicion 1.4. Funciones homogéneas.
Una funcion f(x,y) es homogénea de grado n si f(Ax,\y) = A" f(x,y).

Ejemplo 1.4. 1. f(x,y) = * — 23y es homogénea de grado 4.
2. f(z,y) = e¥/" +tg (%) es homogénea de grado 0.
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Definicion 1.5. Fcuaciones diferenciales homogéneas.
Una ecuacion diferencial de la forma

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0,

donde M y N son funciones homogéneas del mismo grado, se dice que es
una ecuacion diferencial homogénea. Estas ecuaciones se resuelven hacien-
do el cambio y = vz (donde v = v(x) es deriable), transformdndolas en
ecuaciones de variables separables.

Ejemplo 1.5. Hallar la solucion general de (x? — y?)dx + 3xydy = 0.

Como M(x,y) = (2% —y?) y N(x,y) = 3y son ambas homogéneas de
grado 2, hacemos y = vx. Asi, dy = xzdv + vdz, de modo que, sustituyendo
y y dy en la ecuacion, obtenemos

(2% — v22?)dx + 3z(ve)(xdv + vdr) = 0 = (22 + 2v%2?)dx + 323vdv = 0 =

= 2%(1 + 20?)dz + 2% (3vx)dv = 0

Esta sequnda ecuacion es de variables separables. Dividiendo entre x2 y

separando variables, queda

dx —3v
1+ 20%)dr = — — =
(14 2v%)dz 3’0:ch:>/ . /1+2U2dvé

3
=In|z| = —Eln(l +20%) + Cy = 4ln|z| = —31In(1 + 20°%) + In|Cy| =

= Inz' =In|Co(1+20%) 7| = 2" = Co(1 + 20%)

Una vez resuelta la seqgunda ecuacion, se deshace el cambio v = %, para
obtener

y\2]7°
= Cy [1+2<m> } = (2% + 2¢°)% = Ca?

Una propiedad interesante de las ecuaciones homogéneas (1) M (x, y)dz +

N(z,y)dy =0 es que y = —%((;65)) = f(x,y) es una funciéon homogénea de

grado 0, de modo que f(Az,\y) = f(z,y) para todo A € R, esto es, las
rectas que pasan por el origen son isoclinas de (1) (las pendientes y' de las
soluciones de (1) son constantes a lo largo de cada una de estas rectas). La
siguiente figura ilustra esta situacién con el iltimo ejemplo.
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Definicion 1.6. FEcuaciones diferenciales exactas.
La ecuacion diferencial M (z,y)dx + N(z,y)dy = 0 es exacta si existe
una funcion f(z,y), con derivadas parciales continuas, tal que

fx(xvy) = M(xay) y fy(‘ray) = N(CE,y)

La solucion general de la ecuacion es f(x,y) = C. Para comprobarlo,
basta derivar esta expresion con respecto a la x para obtener

Fel) + ) S =05 ol y)de + fy o, )y = 0 =

= M(z,y)dz + N(z,y)dy =0

Teorema 1.2. Criterio de exactitud.

Si M(z,y) y N(z,y) tienen derivadas parciales continuas en un disco
abierto R, la ecuacion diferencial M (x,y)dx + N(x,y)dy = 0 es exacta si y
solo si

oM  ON

dy  Ox

Ejemplo 1.6. Resolver la ecuacion diferencial exacta (cosx — xsenx +

y*)dx + 2zydy = 0. Hallar la solucién particular que satisface la condicion
micialy =1 en x = .

FEfectivamente, es exacta, ya que M, = 2y = N,. Buscamos una solucion

del tipo f(x,y) = C con f = M y fy, = N. Como N es mds sencilla que
M, integramos N para determinar f:

0, equivalentemente, M, = N,

f(x,y)=/N(fv’y)dyz/2xydy=wy2+g(fﬂ)

Queda determinar quién es g(x). Como

0
fo(z,y) = %[ivyg +g(x)] =y* + ¢ (x) = cosz — xsenz + 3,
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llegamos a la conclusion de que ¢g'(x) = cosx — zsenx. Entonces

g(x) = /(cosx —xsenx)dr = xcosx + C

La dltima igualdad se obtiene integrando por partes. Esto implica que
f(z,y) = zy? + wcosx + C, de modo que la solucion general de la ecuacion
es

zy? +xcosz =C

La solucion particular que pasa por (x,y) = (m, 1) exige que m+mcos T =
C de modo que C = 0 y la solucion es xy?> + xcosx = 0. Su grifica es la
stgquiente:

PR
!
N

!
3/

,

o
!

Definicion 1.7. Factores integrantes.

Si la ecuacion diferencial M (x,y)dx + N(z,y)dy = 0 no es ezacta, cabe
la posibilidad de que, al multiplicarla por un factor adecuado u(x,y), se con-
vierta en exacta. En tal caso, p se denomina factor integrante de la ecuacion.

Teorema 1.3. Factores integrantes.
Consideremos la ecuacion diferencial M(x,y)dz + N(x,y)dy = 0.

1

1. Si W[My(x,y) — Ny(x,y)] = h(z) depende sdlo de x, entonces
w(z) = el MO de o5 up factor integrante.
1
2. Si m[]\@;(x,y) — My(z,y)] = h(y) depende sélo de y, entonces

w(y) = e/ MW o5 un factor integrante.

Ejemplo 1.7. Resolver la ecuacion diferencial (y? — x)dx + 2ydy = 0.
Tenemos M, = 2y, N, = 0, de modo que la ecuacion no es exacta. Por

otro lado,
My, — N, 2y
N 2 (@),

con lo que p(x) = el 1de = ¢ e5 yp factor integrante. Multiplicando la
ecuacion por e obtendremos la ecuacion exacta
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(y2e” — ze®)dx + 2ye®dy = 0

Ahora tenemos M(x,y) = y?e* — xze® y N(z,y) = 2ye® y se cumple
M, = 2ye® = N,. Buscamos una solucion f(xz,y) = C con f, = M y
fy=N.

flx,y) = /Ny dy = /2y6”” dy = y*e” + g(z)

Por otro lado,

folz,y) = y?e" + ¢/ (z) = y?e” — ze”

Entonces ¢'(x) = —ze®, de manera que, integrando por partes, se obtiene
g(z) = —xe® + e+ C, con lo que f(x,y) = y*e® —xe® + e +C. La solucion
general de la ecuacion es y?e* — ze® +e* = C.

Definicion 1.8. FEcuaciones diferenciales lineales de primer orden.
Se llama ecuacion diferencial lineal de primer orden a cualquier ecuacion
de la forma

Yt P(e)y = Q).

con P y Q funciones continuas de x. Esta ecuacion se dice que estd en forma
normal.

Teorema 1.4. Solucion de una ecuacion diferencial lineal de primer orden.
La ecuacion lineal de primer orden vy + P(x)y = Q(x) admite el factor
integrante u(x) = el P@dr 1o solucion de la ecuacion es

yefP(:r)dx:/Q(x)efp(z)dxdx_i_c

Otro modo de resolver este tipo de ecuaciones es mediante el método de
variacion de las constantes. Se resuelve, en primer lugar, la parte homogénea
de la ecuacion (y' + P(x)y = 0). A dicha solucién, que se obtiene separando
variables, la denotamos por yp(z) = Kel ~P@dz 14 golucién general de
Y + P(z)y = Q(z) es de la forma y = yp, + yp, siendo y, una soluciéon
particular de la ecuacion. La solucién particular se supone de la forma y, =
K (x)ef —P@)dr De ahi el nombre del método. Veamos con un ejemplo como
resolver este tipo de ecuaciones.

Ejemplo 1.8. Hallar la solucion general de xy’ — 2y = x2.

2
La forma candnica o normal es 1y — (> y = x. Tenemos P(x) = =2/,
x

de modo que
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- ~ 1
61 P(z)dz _ e—j %dx _ e—lnw2 ==
x
es un factor integrante. Multiplicamos la ecuacion en forma candnica por el
factor integrante y obtenemos

/
Y 2y 1 d[y} 1 Y /1
2 x3y x dx Lz2 x x :cw

j%zln]a:|+C:>y:x2(ln|$|+C)

St queremos aplicar el método de variacion de las constantes, primero
calculamos yy,, esto es, la solucion de la ecuacion y' — (%) y = 0. Separando
variables e integrando, se tiene

yp(z) = K2?
La solucion particular se supone del tipo y,(x) = K(x)z?. Sustituyendo
en la ecuacion inicial, resulta

2
K'(z)2? + 22K (z) — ~2?K(z) =2 estoes K'(z)a® =2z
x

De modo que K(x) = In|z|. Tenemos como solucion particular yy(z) =
2?In|z|. En consecuencia, la solucion general de la ecuacion es

y(z) = yn(z) + yp(2) = Ka? + 22 In |z| = 2*(In|z| + K)
Definicién 1.9. Ecuaciones de Bernoulli.

Una ecuacion de Bernoulli tiene la forma y' + P(x)y = Q(x)y", con n #
{0,1} un niimero real. Haciendo el cambio de variable v = y'~™, nos queda
una ecuacion lineal de primer orden que ya sabemos resolver. Deshacemos el
cambio, y la ecuacion estd resuelta.

n

Ejemplo 1.9. Hallar la solucién general de y' + xy = xe_ZQy_?’.
Tenemos n = —3, de modo que v = y*, lo que implica que y = v/4.
v’ v
Ademds, v\ = 4y3y’, con lo que y = e = A Sustituyendo en la
ecuacion por y ey, tenemos
/
v 1/4 _ . —x2 —3/4
4v3/4+xv =ze v .

3/4

Multiplicando la ecuacién por 4v>/* para dejar v' solo, obtenemos

v+ dzv = Aze=®

FEsta ecuacion es lineal. Resolviéndola, se obtiene v = 2¢=%" 4 Ce—20”
y, deshaciendo el cambio, queda y* = 2e7" 4 C'e_%Q, que es la solucion
buscada.
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1.3. ECUACIONES LINEALES DE 2° ORDEN

Definicién 1.10. Ecuacion diferencial lineal de orden n.
Sean g1,...,9n, f : I — R continuas. Una ecuacidn diferencial de la
forma

v + g1 ()" 4 g2 (2)y" D + 4 g1 (@)Y + gn(2)y = f(2)

se llama ecuacion diferencial lineal de orden n. Si f(x) = 0, la ecuacion se
llama homogénea. En caso contrario es no homogénea.

Teorema 1.5. Problema del valor inicial.
La ecuacion (1) y™ +g1(z)y" Y + g2 (2)y™ D+ 4 gn_1(2)y + gn(x)y =
f(x) sujeta a las condiciones iniciales

y(x0) = Yo, ¥ (0) = y1, -,y (20) = Yn_1,

tiene una solucion unica en todo el intervalo I.

Dedicaremos nuestra atencion a las ecuaciones lineales (principalmente
las de 2° orden) con coeficientes constantes, esto es, con g1 (z), g2(z), . . ., gn(T)
constantes. Comenzamos estudiando el caso homogéneo.

1.3.1. Ecuaciones homogéneas de coeficientes constantes

Definicién 1.11. Dependencia e independencia lineal de funciones.
Las funciones y1(x), ..., yn(x) son linealmente dependientes en un inter-
valo I si existen constantes Cq,...,Cy, no todas nulas, tales que

Ciyi(z) + -+ - + Cryn(x) = 0 para todo x € 1.

Dicho de otro modo, serdn linealmente dependientes si alguna de las fun-
ciones se puede escribir como combinacion lineal del resto.

En caso de no ser linealmente dependientes, se dice que son linealmente
independientes (ninguna se puede poner como combinacion lineal del resto).
Dicho de otro modo, si

Ciy1(x) + -+ -+ Cpyn(x) = 0 para todo x € I,

entonces C1 = --- = C,, = 0.

Ejemplo 1.10. Compruébese que las funciones {yi(x) = senzx,y2(z) = x}
son linealmente independientes, mientras que {yi(x) = z,y2(x) = 3z} son
linealmente dependientes (considérese I = R).
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Teorema 1.6. Si y1,y2 son soluciones linealmente independientes de la
ecuacion diferencial (1) y" 4+ ay’ + by = 0, la solucion general es

y(r) = Cry1(x) + Caya(w),

donde C1 y Cy son constantes arbitrarias.

En el teorema anterior hemos visto que dos soluciones linealmente inde-
pendientes de (1) " + ay’ + by = 0 nos permiten determinar la solucion
general. Pero ;jcomo obtener dichas soluciones? Para responder a esa cuestion
hacemos uso de la ecuacion caracteristica de (1), que es A2 + aX +b = 0.
El estudio de las soluciones de esta ecuaciéon nos da la estructura de las
soluciones de (1), tal como indica el siguiente resultado.

Teorema 1.7. Las soluciones de (1) y"” + ay’ + by = 0 pueden ser de
tres tipos, dependiendo de las soluciones A1, Ao de la ecuacion caracteristica
A+ aX+b=0.

1. Raices reales distintas. Si \1 # Ao son ambas reales, la solucion general
es

Yy = CleAlx + 02(2)\296

2. Raices reales iquales. Si A\ = Ao son ambas reales, la solucion general
es

Y= C1eM® + CozeM® = (C1+ CQZU)@Alx
3. Raices complejas conjugadas. Si Ay = a+ i y A\a = a— Bi, la solucion
general es
y = C1e** cos Bz + C2e** sen Bz

Ejemplo 1.11. Hallar la solucion general de las ecuaciones diferenciales:
1.y +6y +12y =0 2.y —4y=0
1. Resolvamos A% + 6\ + 12 = 0.

)\:% i S e S SR ¥

Por tanto, a = =3 y 3 = /3, con lo que la solucion general es

y = Cre " cos V3z + Cre 3% sen 3z

2. Resolvamos A2 —4 = 0. Resulta A = 2, con lo que la solucion general
es

Yy = 0162‘76 + 026—2;p
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Ejemplo 1.12. Resolver la ecuacion diferencial y” + 4y’ + 4y = 0 con las
condiciones iniciales y(0) = 2,y'(0) = 1.

Resolvamos A2 + 4\ +4 = 0. Como A\? + 4\ + 4 = () + 2)?, resulta que
A = —2 es la unica raiz (real y doble).

Por tanto, la solucion general es

y = Chre % 4+ Cyze 7.

Como y = 2 en x = 0, tenemos 2 = Cy + 00y = Cy. Ademds, y =
—2C1e7% 4 Cy(—2ze 2 + 72%). Como v/ (0) = 1, al sustituir, tenemos

1==2(2)(1) + C2[2(0)(1) +1] = 5 = C

La solucion particular es

y=2e 2 4 Hre

1
Da/ 05 1 15

1.3.2. Ecuaciones no homogéneas de coeficientes constantes

Teorema 1.8. Sea (1) " +ay +by = f(x) una ecuacion diferencial lineal
no homogénea de sequndo orden. Siy, es una solucion particular de (1) e yp,
es la solucion general de la ecuacion homogénea correspondiente, entonces

Y=Ynt+ Yp

es la solucion general de (1).

De modo que, para resolver ecuaciones lineales no homogéneas de segun-
do orden de coeficientes constantes, tnicamente necesitamos encontrar una
solucion particular y,. Veremos dos métodos.

Método de los coeficientes indeterminados.

Este método solo es efectivo para ecuaciones del tipo (1) 3" +ay’ +by =
f(x), con f(x) funcién que consta de sumas y productos de z", e™*, cos Sz y
sen fz. Las soluciones particulares y, que se consiguen con este método son,
de algin modo, generalizaciones de la funcion f(x).

Si f(x) = ax™e* cos B 6 f(x) = ax™e™” sen [z, se trabaja con

yp = "€ (A, cos B+ By, sen fz)+3" e (A,_1 cos fz+ By, 1 sen Bx)+- - -
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-+ xe*(Aj cos fr + By sen fx) 4+ €*¥(Ag cos fx + Bysen ).

Obsérvese que los casos f(x) = acosfzx, f(x) = asenfz, f(x) = ae®”,
f(x) = ax™, son casos particulares del mencionado arriba.

Si f(x) es una suma de varias de las anteriores, por ejemplo, f(z) =
322 4 cos 2z, escogemos y, = (Az? + Bz + C) + (D cos 2z + E'sen 2z).

Debemos hacer notar que, en ocasiones, la candidata a solucién particular
yp 0 uno de sus sumandos resulta ser solucién de la parte homogénea. En
estas circunstancias de “solapamiento” de soluciones, se debe multiplicar el
sumando mencionado de ¥, por un z" adecuado que evite el solapamiento.

Estudiemos algunos ejemplos.

Ejemplo 1.13. Calcular la solucion general de la ecuacion (1) " — 2y —
3y = 2senc.

El cdlculo de la solucion general yp, de la ecuacion homogénea y" — 2y’ —
3y =0 nos da

Yh = Cle_z + 026350

Tenemos f(x) = 2senz. Elegimos y, = Acosz + Bsenxz. Entonces

y, = —Asenx + Bcosx
Yy, = —Acosz — Bsenx

Sustituyendo en la ecuacion (1), queda

(—4A —2B)cosz + (2A —4B)senx = 2senx

Igualando coeficientes de términos andlogos, obtenemos

{ —4A—-2B = 0

2A — 4B = 2
con soluciones A =1/5 y B = —2/5. En consecuencia,
2
=- — —sen
Yp = 5 COST — —senz

Como la solucion general de (1) es y = yn + yp, tenemos

1 2
y=Cre ™ + e + £ coS T — E sen
Ejemplo 1.14. Calcular la solucion general de la ecuacion (1) y" —2y' =
x 4+ 2e”.
El cdlculo de la solucion general yy, de la ecuacion homogénea vy’ —2y = 0
nos daba
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yn = C1 + Cae”

Tenemos f(x) = x + 2e®. La primera eleccion de y, es y, = (A + Bzx) +
(Ce"). Sin embargo, como yp, ya contiene un término constante C1, éste debe
desaparecer de y,. Para ello, basta multiplicar la parte polindmica (A + Bzx)
de y, por x. Entonces, obtenemos una nueva y,

yp = Az + Bx? + Ce”

Esta candidata a solucion particular no produce solapamiento con los
sumandos de yp. Calculemos los valores de A, B, C.

Yy, = A+2Bx+Ce”
y, = 2B+Ce”

Sustituimos en la ecuacion (1) y obtenemos

(2B —2A) —4Bx — Ce® = x + 2"

Igualando los coeficientes de los términos idénticos, obtenemos el sistema

2B—-2A = 0
—4B =1
—C =2
con soluciones A =B = —i y C = —2. En consecuencia,
1 1
Yp =% 1x2 —2e”

Como la solucion general de (1) es y = yp + yp, tenemos

1 1
y = C + Che®® — Vi 1:1:2 — 2e”

Método de variacion de las constantes.

El método de los coeficientes indeterminados es eficaz para resolver la
ecuacion y” + ay’ + by = f(x) cuando f(x) consta de polinomios o funciones
cuyas derivadas sucesivas presentan caracter ciclico. Sin embargo, para fun-
ciones f(z) tales como 1/x, tgx y muchas otras, este caracter ciclico de las
derivadas no se da, y el método a utilizar es el de variaciéon de las constantes,
valido para cualquier f(z).

Teorema 1.9. Método de variacion de las constantes.
La solucidon general de la ecuacion y" + ay’ +by = f(x) se puede calcular
sigutendo estos pasos:

1. Hallar yp, = Cryr + Cays.
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2. Tomar yp = w1 (z)y1 + uz2(z)y2.

3. Para determinar ui(x) y ug(x), resolver el siguiente sistema en u} y
/
Us

{U'ly1+U'zyz =0
uyy +uhyy, = f(x)

4. Integrando los resultados obtenidos para u)(x) y uy(x) se calculan uq (z)
y uz(z). La solucion general es y = yp + yp.

Ejemplo 1.15. Resolver la ecuacion y" — 2y +y = %, x> 0.

La solucion de la parte homogénea es yp, = Chre® + Coxe®, con lo que
y1 = €% y yo = ze®. Entonces, la solucion particular serd de la forma
yp = ui(x)e® + ug(x)xe®. Calculemos ui(x) y ua(x). Para ello, resolvemos
el sistema de ecuaciones

uje” +uhze® = 0
{ uje” +ub(ze® + %) =
Restando las dos ecuaciones, obtenemos ufy = ﬁ Sustituyendo en la
primera ecuacion, resulta u} = —%. Integrando, queda
up = _§7 Uy = llnx =Invz
2 2
De modo que y, = —Lze® + (In/x)ze®, con lo que la solucion general es

1
Yy =yn+yp=Cre" + Coze” — §x6m + (In/z)ze®



