ECUAC. DIFERENCIALES ORDINARIAS

Variables separables.

. Hallar la solucién general de la ecuacién de variables separables (22 +

d
4)% = Ty.

Al separar variables, queda la expresion %dy =
ambos miembros, tenemos

/5%
y ) 2244

En consecuencia,

lyl = e Va2 +4=y=4eVa2 +4=y=CVa2 +4

Si buscamos la solucién particular que cumple una condicién inicial
dada, por ejemplo, y( ) = 1, entonces tenemos 1 = Cv/22 + 4, lo que
implica que C = 7 La solucién sera y(z) = ﬁ\/ x? + 4. Elevando

adz. Integrando

dr = Inly| = fln(x +4)+Cr=lnvVat+44+C

al cuadrado obtenemos la hipérbola 8y? — 22 = 4. La solucién es la
rama positiva (y > 0).

. Hallar la solucion general de la ecuacion zsenydx + (22 + 1) cosydy =
0. Determinar la solucién particular que cumple la condicién inicial

y(1) =m/2.

Separando variables e integrando, obtenemos

x cosy
T = [ Sy
/$2+1 v / seny 4

Resultando la solucién general, en forma implicita,

1
§ln(x2+1)+ln]seny|+0:0

La solucién particular pedida debe cumplir la ecuacién de arriba al
sustituir y por § y = por 1, esto es,
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1 1
51n(2)+ln|seng|+C:0:>C:—51112

De modo que

1 1
§ln(x2—|—1)—|—ln]seny| —51112:0

es la solucién particular buscada.

. Ley de enfriamiento de Newton. La tasa de cambio de tempe-
ratura T'(t) de un cuerpo con respecto al tiempo ¢ es proporcional a
la diferencia entre T' y la temperatura ambiente T, que suponemos
constante. Escrito en forma de ecuacion,

T
(th =k(To — T) con K > 0 constante.

Al sacar de un recipiente un termémetro, éste marca una temperatura
de 300 °F. Tres minutos después, marca 200 °F ;Cudnto tardard en
enfriarse hasta 71 °F si la temperatura ambiente es de 70 © F?

Tenemos T'(0) = 300, T'(3) = 200, Ty = 70 y la ecuacion

dr

— =k(10-T
il )

Separando variables y teniendo en cuenta que T > 70,

dar dT
0T /-cdt:>/70_T /kdt:> n( 70) kt—C, =

=T =e¢Fe O 470 = e *Cy + 70

En consecuencia, T = e *Cy 4 70. Como T(0) = 300, entonces 300 =
Cy + 70, lo que implica que Co = 230. La solucién particular que
cumple T(0) = 300 es T = 70 + 230e~*. Pero ;qué valor toma k?
Como T'(3) = 200, resulta

13 13
200=70+230e F = " =eFsm () =-3k=
e 23~ ¢ "3

La solucién es



T(t) =70 + 230~ 1901%
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Veamos para qué valor de ¢ se alcanza la temperatura 7' = 71.

In(1/230
71 = 70 + 2300190188 —11(5,2{901; =t =t = 28,6 minutos

. Desintegracion radiactiva. La desintegraciéon radiactiva se caracte-
riza por la semivida o ntmero de anos que deben transcurrir para que
se desintegren la mitad de los 4tomos iniciales de una muestra. La se-
mivida del isétopo Plutonio (Pu?3?) es de 24360 afios. Suponiendo que
en el accidente de Chernébil se liberaron 10 gramos de dicho isétopo,
y sabiendo que el ritmo de desintegracién es proporcional a la masa
jcudnto tiempo hard falta para que quede sélo un gramo?

Si y es la masa de plutonio en gramos, el ritmo de desintegracion es
proporcional a y, esto es, ‘C% = ky con k < 0 constante y el tiempo ¢ me-
dido en afios. Separando variables se resuelve la ecuacién, obteniéndose
y = CeFt con C > 0. Como y = 10 para t = 0,

10=0Ce" = C =10

Como y = 5 cuando t = 24360, se tiene que

1
=10e*30F o —— _In(1/2) =k =k~ — 28454
5 Oe = 51360 n(1/2) = 0,00002845
En consecuencia, la solucién es

y = 106—0,0000284541&

Calculemos el valor de ¢ tal que y = 1 gramo.
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1 = 100000028454t o 4 ~, 8923 afios

u}
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Ecuaciones homogéneas.

5. Hallar la solucién general de (22 — 32)dx + 3zydy = 0.

Como M(z,y) = (22 — y?) y N(x,y) = 3zy son ambas homogéneas
de grado 2, hacemos y = vzx. Asi, dy = xdv 4+ vdzr, de modo que,
sustituyendo y y dy en la ecuacién, obtenemos

(2% —v2?)dr 43z (ve) (zdvtvdr) = 0 = (2420?22 dz+323vdv = 0 =

= 2%(1 + 2v%)dzx + 2*(3vz)dv = 0
2

Esta segunda ecuacion es de variables separables. Dividiendo entre z
y separando variables, queda

dx —3v
2 _ _

3
=Inlz| = —Zln(1+2v2) +C1 = 4ln|z| = =31In(1 +2v%) +1n|Cy| =

=Inz?* =1n |Co(1+20°) 73| = zt = Cy(1 + 2073

Una vez resuelta la segunda ecuacion, se deshace el cambio v = £, para
obtener

2]’
ot = O [1+2() ] = (22 + 2°)° = O

T

Una propiedad interesante de las ecuaciones homogéneas (1) M (z, y)dz+
N =
nea de grado 0, de modo que f(Ax, \y) = f(z,y) para todo A € R, esto
es, las rectas que pasan por el origen son isoclinas de (1) (las pendien-
tes 3 de las soluciones de (1) son constantes a lo largo de cada una
de estas rectas). La siguiente figura ilustra esta situacion con el dltimo

ejemplo.

N(z,y)dy = 0 es que y' = — f(z,y) es una funcién homogé-
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6. Hallar la solucion general de zy’ —y = xtg L.

Tenemos xzdy — (y + xtg %) dx = 0. La ecuacién es homogénea, ya que
M(z,y) = — (y+xtg¥) y N(z,y) = = son ambas homogéneas de
grado 1. Hacemos el cambio y = vz. Asi, dy = xdv + vdz, de modo
que, sustituyendo y y dy en la ecuacién, obtenemos

x(xdv + vdx) — (vaz +xtg %) dr =0= (—ztgv)dz + 2°dv =0

Esta es una ecuacion de variables separables. Resolvamosla:

1 1
/d:v:/dv:ln|x|=ln\senv|+€$|x\:ec\senv|
T tgv

Deshaciendo el cambio, nos queda

|| :D‘seng‘ con D >0
x

Siz >0y sen% > 0, entonces desaparecen los valores absolutos y
queda

T x
:z:Dseng = arcsen — — ¥ = y = xrarcsen —
T D T D

Ecuaciones diferenciales exactas. Factores integrantes.

7. Resolver la ecuacion diferencial exacta (cos z—x sen x+y?)dz+2xydy =
0. Hallar la solucién particular que satisface la condicién inicial y = 1
en r =m.

Efectivamente, es exacta, ya que M, = 2y = N,. Buscamos una so-
lucién del tipo f(z,y) = C con fo = My f, = N. Como N es més
sencilla que M, integramos N para determinar f:



f@MZ/NWMWZ/%MWHﬁ+M@
Queda determinar quién es g(x). Como
3}
Fol,) = - fa? + gla)] = 42 + g/ () = cosz — wsenz 47,

llegamos a la conclusion de que ¢'(x) = cosz — zsen z. Entonces

g(z) = /(cosx —xsenz)dr = xcosx + C

La dltima igualdad se obtiene integrando por partes. Esto implica que
f(z,y) = 2y?> + zcosz + C, de modo que la solucién general de la
ecuacion es

zy? +xcosx =C

La solucién particular que pasa por (x,y) = (m, 1) exige que m +
mwcosm = C, de modo que C = 0, y la solucién es zy? +xcosz = 0. Su
grafica es la siguiente:

4
e
] (
o
r
\
LT3

. Resolver la ecuacién diferencial (y% + w) dxr — <5yc—§ + y) dy = 0.

Tenemos M (z,y) = y% +xy N(z,y) = —Z—; — y. Entonces

3 2z

My=-2y"zy Ny = ——,
Y

de modo que la ecuacién es exacta. Buscamos una solucién del tipo
f(z,y) =C, con f, = My f, = N. Integramos M para determinar f:

f@wz/h@wmz/Mmmm:
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Xz $2 .’L‘Q

Queda determinar quién es g(y). Como

72

fy(ﬂ?,y) = N(l‘,y) = _E _

o [ 22 x2 -~
fy(z,y) = oy [23/2 + 5 +9(Z/)] = -2y + ¢ (y),

resulta que

-y
gy =-y=g9y)=—+C
Entonces, f(z,y) = % + % - y—; + C, con lo que la solucion es
2 2 2
L e
2y2 2 2

. Resolver la ecuacién diferencial (y? — z)dz + 2ydy = 0.

Tenemos M, = 2y, N, = 0, de modo que la ecuacion no es exacta. Por
otro lado,

con lo que p(z) = el 14z — ¢% o5 un factor integrante. Multiplicando
la ecuacion por e® obtendremos la ecuacién exacta

(y%e® — ze®)dx + 2ye®dy = 0
Ahora tenemos M (z,y) = y?e® — ze® y N(z,y) = 2ye® y se cumple

M, = 2ye® = N,. Buscamos una soluciéon f(z,y) = C con fp =My
fy=N.

f(w,y)=/fydy=/Ndy=/2yexdy=y26‘r+g(x)

Ademas,
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folz,y) =92 + ' (2) v folz,y) = M(z,y) = y°e” — ze”

Entonces ¢'(z) = —xe®, de manera que, integrando por partes, se ob-
tiene g(x) = —we® + e + C. Resulta f(z,y) = y?e® —ze® +e* 4+ C. La
solucién general de la ecuacién es

ye® — xe” + e =C

Resolver la ecuacién diferencial (22 4 y? 4 x)dx + zydy = 0.

Tenemos M, = 2y, N, = y, de modo que la ecuacion no es exacta. Por
otro lado,

con lo que pu(x) = ef 347 — = — 2 o5 un factor integrante. Multipli-

cando la ecuacién por z obtendremos la ecuacién exacta
(23 + xy? + 2?)dx + 22ydy = 0

Ahora tenemos M (z,y) = 2° + 2y? + 22 y N(x,y) = 2%y y se cumple
M, = 2zy = N,. Buscamos una soluciéon f(z,y) = C con f, = My
f,=N.

f(x,y):/fxda::/Mdy:/(:z3+a:y2+a:2)d:z::

.’E4 352 y2 IE3

“T 2ty

T +9(y)

Ademas,

fy(z,y) =ya® + g () y fy(z,y) = N(z,y) = 2%y,

de modo que ¢'(y) = 0, esto es, g(y) = C constante. Resulta f(z,y) =

4 2,2
% + % + % + C'. La solucion general de la ecuacion es
4 2,2 3
x x°y x
T4 Zd LT
4 + 2 + 3
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Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden.
Ecuaciéon de Bernoulli.

Hallar la solucién general de xy’ — 2y = 2.

2
La forma canénica o normal es y' — <> y = x. Tenemos P(z) = —2/z,
x

de modo que

2 2
efP(:r)dx:effgdz:e—ln:v _
x2

es un factor integrante. Multiplicamos la ecuaciéon en forma candnica
por el factor integrante y obtenemos

1 djryy 1 y [1
_y_xédx[ﬁ}_:céx?_/xdwé

:%:ln\x|+02>y:x2(ln|$]+0)

Problema de mezclas. Un depdsito contiene 50 litros de una solu-
cion, compuesta por 90 % de agua y 10% de alcohol. Otra solucion,
con 50 % de cada sustancia, se va anadiendo al depoésito a razon de 4
litros por minuto, al tiempo que el depésito se va vaciando a razén de
5 litros por minuto. Supuesto que el contenido del depédsito esté siendo
removido constantemente, jcuanto alcohol hay a los 10 minutos?

Sea z(t) el numero de litros de alcohol que hay en el instante ¢ en el
deposito. Sabemos que z(0) = 5. El namero de litros de solucion en un
instante ¢t es 50 — t. Veamos los litros de alcohol que se pierden y los
que se ganan por minuto:

Al perderse 5 litros de solucion por minuto, resulta que se pierden

x(t)
5
50 — ¢

litros de alcohol por minuto. Por otro lado se ganan 2 litros de alcohol
por minuto, de modo que el ritmo de cambio de alcohol es

dx 5) dx 5
o (2 Ve E (2 )z =2
dt <50—t>x():>dt+<50—t>m()

Esta ecuacion es lineal, con P(t) = %, de modo que

5
/P(t)dt:/m_tdt: 51050 — £] = —51n(50 — 1)



13.

11

La ultima igualdad viene de observar que ¢ < 50. Concluimos que

— 5 In(50—t) 1

ef P(t)dt _
(50 — ¢)5

La solucién general es

x(t) 2 B 1
(50 — )5 _/(50—15)5 =St T

Como y(0) = 5, se tiene que

20

La solucién particular es

Calculemos el alcohol que queda en el depdsito a los 10 minutos, esto
es, z(10).

z(10) =

50 — 10 —
_ 20 50 — 10
50

5
) = 13,45 litros

13,45
50 — 10

que, en porcentaje, es un 100 % = 33,6 % de alcohol.

xz2, -3

Yy
Tenemos n = —3, de modo que v = y*, lo que implica que y = v'/%.
/
v

Lo v
493 TR

Hallar la solucién general de 3/ + 2y = ze™
Ademas, v = 433y, con lo que ' = Sustituyendo en la

ecuacion por y e 3/, tenemos

/

ﬁ + 2o/t = ge
v

4

3/4

Multiplicando la ecuacién por 4v°/* para dejar v’ solo, obtenemos

v+ dxv = Aze=®
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., . ., . _ 2 _ 9,2
Esta ecuacion es lineal. Resolviéndola, se obtiene v = 2e™*" 4+ Ce™2%",

Deshaciendo el cambio, queda y* = 26" 4 067212, que es la solucién
buscada.

Ecuaciones diferenciales lineales de 2° orden

Hallar la solucién general de las ecuaciones diferenciales:
L.y"+6y +12y =0 2.y" —4y=0
1. Resolvamos A2 + 6\ + 12 = 0.

)\:% A N SN S WYY

Por tanto, « = —3 y § = /3, con lo que la solucién general es

y = Cre 3% cos V3z + Cae ™% sen v/3x
2. Resolvamos A2 — 4 = 0. Resulta A = %2, con lo que la solucion
general es
y = C1e* + Coe™ "

Resolver la ecuacion diferencial y” + 4y’ + 4y = 0 con las condiciones
iniciales y(0) = 2,3/(0) = 1.

Resolvamos A2 +4X +4 = 0. Como A2 +4X\ +4 = (A +2)?, resulta que
A = —2 es la tnica raiz (real y doble).

Por tanto, la solucién general es

y=Cre % 4 Chze 2

Como y = 2 en = 0, tenemos 2 = C7 + 00y = Cy. Ademas, ¢y =
—2C1e7 2"+ Oy(—2we= 2 +e72%). Como y'(0) = 1, al sustituir, tenemos

1= —2(2)(1) + Ca[-2(0)(1) +1] = 5 = C;

La solucién particular es

y=2e 2 4 Hre

1
Dﬁ/ 0s 1 15
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16. Un peso de 49 N produce en un muelle, del que esta suspendido, un
desplazamiento de 5 cm. hacia abajo. Se tira entonces del peso hasta
desplazarlo 5 cm més hacia abajo y se suelta a continuacién. Hallar la
ecuacion que describe la posicion del objeto en funcién del tiempo t.

Estamos ante un movimiento vibratorio libre no amortiguado. Por la
ley de Hooke, F,, = mg = 49 = ks = k(0,05), de modo que k = 980.
La masa m es m = w/g =49/9,8 ~ 5. De aqui,

980
.Z'// =+ ?.’L’ = 0

es la ecuacion de nuestro sistema con condiciones iniciales z(0) = 0,05
y 2/(0) = 0.

La ecuacion caracteristica es A2 + % = 0. Al resolver, obtenemos
A = £+14¢. En consecuencia, la solucién de la ecuacion es del tipo

x(t) = Cy cos 14t + Cy sen 14t

Entonces, 0,05 = C1(1)4+C2(0) y esto implica que C; = 0,05. Ademas,

2'(t) = —14C) sen 14t + 14Cy cos 14t = 0 = 14C5(1) = C, =0

La solucién buscada es

x(t) = 0,05 cos 14t

0.04

0.02

-0.02 1

-0.04

17. Hallar la ecuacién que describe la posicién del objeto del ejercicio ante-
rior, pero considerando el sistema sometido a una fuerza proporcional
a la velocidad 2/(t) dada por la constante § = 10.
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La ecuacién resultante es

10
—2'+—z=0

"
x+5 5

sometida a las condiciones iniciales z(0) = 0,05 y 2/(0) = 0. La ecua-

cién caracteristica es A2 4+ 2)\ + 196 = 0 y, resolviendo, obtenemos
A= —14+/195¢. La solucién general es

z(t) = Cre " cos(V195t) + Cae ™' sen(v195¢)

Como z(0) = 0,05, tenemos 0,05 = C. Por otro lado,

2’ (t) = C1[—e "t cos(V195t) — e '\/195 sen(v/195t)]+

+Cs—e " sen(v195t) + e "v/195 cos(v/195t)]

Como z/(0) = 0, resulta

0,05
0=Cq{|-1]+C. 195 = 0= —0,05+ Cyv195 = Cy = ’
1[=1] + Ca[v195] 2V = o

En consecuencia, la solucién es

0,05
z(t) = 0,05e ! cos(vV195t) + ——=e " sen(v/195¢
(t) ( ) 105 ( )

.04

.02+

.02+

A1 M4+
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Meétodo de los coeficientes indeterminados.

Calcular la solucion general de la ecuacion (1) 3" —2y' —3y = 2sen x.

El calculo de la solucién general y;, de la ecuacion homogénea 3" —
2y’ — 3y = 0 nos da

yn = Cre™ " 4 Cae™®

Tenemos f(z) = 2senz. Elegimos y, = Acosz + Bsenz. Entonces,

Yy, = —Asenz + Bcosx

y, = —Acosx — Bsenx

Sustituyendo en la ecuacion (1), queda

(—4A —2B)cosx + (2A —4B)senx = 2senx

Igualando coeficientes de términos analogos, obtenemos

{ —4A-2B = 0

2A — 4B = 2
con soluciones A =1/5y B = —2/5. En consecuencia,
Yp = § COST — ¢ Senw

Como la solucion general de (1) es y = yp, + yp, tenemos

1 2
y=Cre  + Coed® + R COS T — E sen x
Calcular la solucién general de la ecuacion (1) " — 2y = x + 2¢%.

El célculo de la solucion general yy, de la ecuacion homogénea 3" —2y' =

0 nos daba

yn = C1 + Cae®”

Tenemos f(x) = x4+ 2€”. La primera eleccion de y, es y, = (A+ Bz) +
(Ce"). Sin embargo, como ¥y, ya contiene un término constante C1, éste
debe desaparecer de y,. Para ello basta multiplicar la parte polinémica
(A + Bz) de y, por x. Entonces, obtenemos una nueva y,

Yp = Az + Bz? + Cé®
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Esta candidata a solucién particular no produce solapamiento con los
sumandos de yy. Calculemos los valores de A, B, C.

y, = A+2Bx+Ce”
y, = 2B+Ce”

Sustituimos en la ecuaciéon (1) y obtenemos

(2B —2A) —4Bx — Ce® = x + 2€°

Igualando los coeficientes de los términos idénticos obtenemos el siste-
ma

2B—2A = 0
—4B =1
—C =2
con soluciones A = B = —% y C'= —2. En consecuencia,
1 1
Up = T ZazQ — 2¢e”

Como la solucién general de (1) es y = yp + yp, tenemos

1 1
y=0Ch + Che?® — Zl’ — 1$2 — 2e”

Método de variacion de las constantes.

Resolver la ecuacién y” — 2y +y = £, z > 0.

La solucién de la parte homogénea es yp = Cre® + Choxe®, con lo que
y1 = e* y y2 = ze”. La solucion particular serd de la forma y, =
ui(x)e” + ug(x)re®. Calculemos wui(x) y ug(x). Para ello, resolvemos
el sistema de ecuaciones

{ uje” +uhze® = 0
!z / T T _ e*

uye” +uy(we® +e¥) = &
Restando las dos ecuaciones, obtenemos u) = i Sustituyendo en la
primera ecuacion, resulta v} = —%. Integrando, resulta

x 1

U =——=, uy=—-Inz=Inx

2 2

De modo que y, = —Lge” 4+ (In/x)ze®, con lo que la solucion general

€s
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1
Y =yn+yp = Cre’ + Cowe” — ixex + (In/z)ze®

2z sen(e”).

Hallar la solucién general de la ecuacion " — 3y’ = e
La solucion de la parte homogénea es y, = Cp + Cae®, con lo que
y1 = 1 e yo = e®. Entonces, la solucion particular serd de la forma
yp = u1(x) + ug(x)e®. Calculemos uj(x) y uz(x). Para ello, resolvemos

el sistema de ecuaciones

u) + ube®
0+ uh(e®) = e?Tsen(e?)

Despejando del sistema lineal las incognitas u) y uf, obtenemos uf, =

e?sen(e®) y u} = —e** sen(e”). Integrando, resulta

ug = /ex sen(e”) dx = — cos(e”)

up = —/eh sen(e??) dr = e cos(e”) — sen(e®)
La ultima igualdad se obtiene integrando por partes (u = e*, dv =
e’ sen(e”)dx).

En consecuencia,

yp = 1(e” cos(e”) —sen(e”)) — e” cos(e”) = —sen(e”),

con lo que la solucién general es

y=yn+yp = C1+ Coe” —sen(e”)

Dado el sistema vibratorio libre no amortiguado del ejercicio 16, pero
sometido a una fuerza externa f(¢) = sen(v/196t), calctlese la ecuacion
que describe la posicion del objeto en funcion del tiempo ¢.

La ecuacion es
N ?m _ sen(\/5196t),

esto es,

2" + 1962 = M
5 )
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Al resolver la parte homogénea (véase el ejercicio 16), obtenemos

xp(t) = Cy cos 14t 4+ Coy sen 14t

La solucién particular se calcula aplicando alguna de las técnicas co-
mentadas, por ejemplo, el método de los coeficientes indeterminados
(teniendo en cuenta que habra solapamiento), y se obtiene:

xp(t) = At cos 14t + Btsen 14t

Al derivar y sustituir en la ecuacion, se tiene que A = —@10 y B =0,
de modo que:

1
xp(t) = —mt cos(14t)

La solucién general de la ecuacién seréd
1
x(t) = xp(t) + xp(t) = Cy cos(14t) + Cy sen(14t) — mtcos(lélt)

Despejando C y Cy a partir de las condiciones iniciales, la solucién
del problema de valor inicial planteado sera:

1 1
= 14 14t) — — 14
z(t) = 0,05 cos(14t) + 1960 sen(14t) 14075(:08( t)

0.17

0.051

0.05

011

En la figura se muestra un efecto interesante que produce la accién
de la fuerza externa periddica f(t) sobre el sistema masa-resorte. En
un principio, la amplitud de las oscilaciones decrece hasta hacerse nu-
la para, posteriormente, empezar a crecer indefinidamente haciendo
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que, con un valor de ¢ suficientemente amplio, el sistema no soporte la
tension y acabe colapsandose. Este fenémeno es conocido como reso-
nancia, y se da cuando la frecuencia natural del sistema masa-resorte,
w = /k/m, coincide con la frecuencia de la fuerza periédica externa al
mismo, f(t). De hecho, cuando ambas frecuencias son suficientemente
préoximas, aunque no coincidan, dan lugar a movimientos periédicos
de amplitudes acotadas, pero muy grandes, que el sistema no puede
absorber, acabando por colapsarse.
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