1. DERIVACION

1.1. DEFINICIONES Y RESULTADOS PRINCIPALES

Definicién 1.1. Derivada.
Sea f una funcion definida en un intervalo abierto I con a € I. Decimos
que f es derivable en a si existe y es real el limite

o fath) — f(a)

lim . =f'(a) €R

A f'(a) se le denomina derivada de f en a y también se denota por

t—a T —a
La derivada f'(a) mide la variacion de f respecto de la variacion de x

en el punto a. La pendiente de la recta tangente a la grifica de f en el punto
(a, f(a)) es precisamente m = f'(a). La ecuacion de dicha recta es, por tanto,

y—fla) = f'(a)(z —a).

+ vendiente L@th=f(a)
recta por (a, f(a)) de pendiente )

fla+hy)|
. recta por (a, f(a)) de pendiente %ﬁ(")

flath)| i recta tangente por (a, f(a)) de pendiente f’(a)

f(a)

a a—+ hy a+hy

Si f estd definida en un intervalo a la derecha de a, [a,a + €), 0 a la
izquierda de a, (a — €,al, los nimeros

)= tim LN ZS@ g g Sl - f@)

h—0+ h h—0— h ’

en caso de existir, se denominan derivada por la derecha de a y derivada por
la izquierda de a, respectivamente.

La funcion f es derivable en un intervalo abierto I si lo es en todos sus
puntos. Si f es derivable en I, la funcidn que en cada punto x € I toma el
valor f'(x) se denomina funcion derivada de f y se denota por f' = %.

Proposicion 1.1. La derivada f'(a) existe si y sdlo si existen y son iguales

fila) = f2(a).

Teorema 1.1. Si f es derivable en a, entonces es continua en a.
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Definicion 1.2. Diferencial.

Seay = f(x) una funcion derivable en un punto xy. Si P = (o, f(x0)) es
el punto correspondiente de la grifica, la recta tangente a la misma en dicho
punto tiene pendiente f'(xg) y su ecuacion es y — f(xg) = f'(xo)(x — x0).
Por diferenciales dx y dy (diferencial de x y diferencial de y) entendemos
los incrementos en las variables x e y asociados a esta recta tangente. Asi,
dx es un incremento Ax en la variable independiente x, esto es,

dr = Ax

La diferencial dy de la variable dependiente y es el correspondiente in-
cremento en y en la recta tangente, esto es,

dy = f'(xo)dx
dy

Obsérvese que se puede escribir la igualdad anterior en la forma 3 =
f'(z0). De modo que, con esta notacion, la derivada aparece escrita como un
cociente.

Téngase en cuenta que el incremento real en la y cuando la x varfa una
cantidad pequena Az = dz es

Ay = f(zo + Ax) — f(xo) = dy = f'(x0)dx.

De modo que dy es una buena aproximacion al cambio real en y, Ay,
siempre que Az sea pequeno.

Propiedades de las derivadas.

s Sean f, g derivables en a y sea ¢ € R. Entonces f + g, c¢f, fg también
son derivables en a con

Si ademas g(a) # 0, entonces f/g es derivable en a y

(1)’ (a) = Las@—f(@g' (@)

g g(a)?

» Regla de la cadena. Si f es derivable en a y g lo es en f(a), entonces
go f es derivable en a y

(gof)(a) =g (f(a)f'(a)
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» Derivada de la funcion inversa. Sea f derivable en a € (¢, d) con f'(a) #
0. Entonces existe f~! en un entorno de f(a) y

1
~ f(a)

» Derivacion implicita. Cuando en una ecuacion implicita F(z,y) = 0
no es sencillo despejar y en funcién de x y se desea calcular la deriva-
da y'(z) = f'(z), se realiza la derivacion implicita. Vedmoslo con un

(f (f(@)

ejemplo.

Hallemos % sabiendo que 33 + y? — 5y — 22 = —4. Derivamos ambos

miembros de la igualdad con respecto a x:

d d
'y’ 5y —af] = -4 =3y + 2y ~ 5y ~ 22 =0=
dx dx

dy .. o dy 2x
= —(3 2 —=5) =20 = — = 57—
d:c(y +2—5) =2 de  3y>’+2y—5
Teorema 1.2. Teorema del valor medio.

Sea f continua en |a,b] y derivable en (a,b). Entonces existe xo € (a,b)

tal que

Teorema 1.3. Teorema del valor medio generalizado de Cauchy.
Si f y g son continuas en [a,b], derivables en (a,b) y, ademds, g(a) #
g(b), existe algin c € (a,b) tal que
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f'(e) _ f(b) = f(a)
g'(c)  g(b) —g(a)

Teorema 1.4. Regla de L’Hopital.

Sean f,qg derivables en un entorno abierto (a,b) que contiene a ¢ (salvo,
quizd, en el propio ¢). Silimy_.. f(z) = limgz_.g(x) = 0 y existe el limite
tim £ &)

z—c g'(x)’

entonces

tim 2% 1y L)

a—eg(z) w—eg(z)

El enunciado es vdlido también cuando

lim f(z) = 00 y lim g(z) = +o0.

Tr—cC

El resultado se formula de modo andlogo para ¢ = Fo00.
f'(z)
g'(x)
del tipo 0/0 ¢ oco/oo, se puede volver a aplicar la regla de L’Hopital (si se
cumplen las hipdtesis de aplicabilidad).

se vuelve a presentar una indeterminacion

Si en la expresion lim
r—cC

1.2. APROXIMACIONES POR POLINOMIOS

Teorema 1.5. Si f es una funcion con derivadas hasta el orden n en un
punto a, entonces existe un polinomio (uinico) P(z) de grado menor o igual
que n tal que

P(a) = f(a), P'(a) = f'(a), ..., P")(a) = f"(a).

Dicho polinomio viene determinado por la expresion

n k) a
P(z)=)_ / k(, )(:c—a)k.
k=0

Al polinomio anterior se le llama polinomio de Taylor de orden n de la
funcion f en el punto a. Se denota por P, ,(z). Ademds, se tiene que

lim f(x) = Poo()

z—a (x — a)”

=0.

Definicion 1.3. Si f es una funcion para la cual existe P, o(x), se define el
resto de Taylor de orden n de f en a como
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Teorema 1.6. Teorema de Taylor.
Si las funciones f, f',..., "V estin definidas sobre [a,z], existe t €
(a,x) tal que el resto de Taylor de orden n de f en a viene dado por

n+1)
Ry o(z) = J(crb—l—l(;?(m — a)”“.

Esta es la forma de Lagrange del resto. La formula de Taylor se escribe
como

"(a ) (a
Fa) = f(@) + F@)—a) + L0 a2 g T g
fn+1)(t) N B
o @~ 0" = Pral@) + Rna(a)

Cuando la formula de Taylor se desarrolla en el punto a = 0, obtenemos
la formula de McLaurin

PO s O I

F) = £0) + £/ 0) + o )

El polinomio de Taylor de orden n es el polinomio de grado menor o
igual que n que mejor aproxima a f en un entorno de a (tiene las mismas
derivadas que la funcion hasta el orden n en el punto a). El error |R;, o(2)| =
| f(z) — Py a(z)| es el valor absoluto del resto y, en un sentido amplio, seré tan
pequeno como sea necesario, siempre que se escoja n suficientemente grande.

Desarrollos de Taylor mas frecuentes.

e =1+r+L +5 + -+ I 4R,

5 5 7 2n—1
senx:m—%—i—%—%-i'"""(_l)nﬂh"i_l%“
cosxz1—§+%—%+"'+(_1)n+1%+lgn
2 3 4

ln(l—l-x):x—%+%—%+...+(_1)n+l%+Rn

1.3. ESTUDIO GRAFICO DE UNA FUNCION

Definicién 1.4. Sea f definida en un intervalo I con ¢ € I. Entonces f(c)
es el valor minimo (mdximo) de f en I si f(c) < f(z) ( f(c) > f(x)) para
todo x € I.

Los valores mdximo y minimo de una funcion en un intervalo I, de exis-
tir, son los llamados valores extremos de la funcion en dicho intervalo (tam-
bién llamados mdximo y minimo absolutos en I ).
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Definiciéon 1.5. Si existe un intervalo abierto (a,b) que contiene a ¢ y en
el que f(c) es mdximo (minimo), entonces f(c) se llama mdzimo relativo
(minimo relativo) de f.

Definicion 1.6. Un punto ¢ € I es un punto critico de f si f no es derivable
enc o f'(c)=0.

A

Observacion 1.1. Los extremos relativos se alcanzan en los puntos criticos.

Si f tiene un extremo relativo en x = ¢, entonces ¢ es un punto critico
de f.

Definicién 1.7. Una funcion f es creciente (decreciente) en un intervalo
I si para cualquier par de puntos 1 < x2 de I se tiene que f(x1) < f(x2)
(f(x1) > f(x2)). De esta funcion decimos que es estrictamente mondtona
en I.

Observacion 1.2. Sea f continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable
en (a,b). Entonces:

Si f'(x) > 0 (f'(x) < 0) para todo x € (a,b), entonces f es creciente
(decreciente) en [a,b].

Si f'(x) = 0 para todo x € (a,b), entonces [ es constante en [a,b].

Observacion 1.3. Criterio de la primera derivada.

Sea f continua en I = (a,b) y sea ¢ € I un punto critico de f. Supon-
gamos que f es derivable en un entorno de c salvo, quizd, en el propio c.
Entonces:

Si f'(z) cambia de positiva a negativa (de negativa a positiva) en c, f(c)
es un mdximo relativo (minimo relativo) de f.

NS

Definicion 1.8. Concavidad y convezidad.

Sea f derivable en un intervalo abierto I = (a,b). La grdfica de f es
concava (convexa) en I si f' es creciente (decreciente) en ese intervalo. Un
punto ¢ € I es un punto de inflexion de f si en él se produce un cambio de
concavidad a converidad o viceversa.
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Observacion 1.4. Criterio de concavidad y convezidad.
Sea f una funcion tal que f" existe en un intervalo I = (a,b). Si f"(x) >
0 (f"(z) <0) para todo x € I, la grifica de f es concava (convera) en I.

Observacion 1.5. Si ¢ es un punto de inflexion de f, entonces, o bien
f"(c) =0 6 f"(c) no estd definida.

Observacion 1.6. Sea f'(c¢) = 0 de modo que " existe y es continua en un
intervalo que contiene a c. Entonces:

1. Si f"(c) > 0, f tiene en ¢ un minimo relativo.
2. 8i f"(c) <0, f tiene en ¢ un mdzimo relativo.
3. Si existen y son continuas en un intervalo que contiene a ¢ todas las

derivadas hasta f™, con flley=f"c)=---= fn_l)(c) =0y fv (c) #
0, se tiene:

3.1 Sin es pary f(c) >0, f tiene un minimo relativo en c.
3.2 Sin espary fM(c) <0, f tiene un mdrimo relativo en c.

3.8 Sin es impar, f tiene un punto de inflexion en c.

Definicion 1.9. Asintotas.
Asintota horizontal: {y = a} se obtiene si lim,_, 1~ f(x) = a.

Asintota vertical: {x = a} se obtiene si lim,_., f(x) = fo0.
() _

Asintota oblicua: {y = mx + n} se obtiene si limy 400 =~ = m y
lim, 4o {f(z) — ma} =n.

Elementos principales de una grafica

1. Dominio de f,

D(f) ={z eR: f(z) € R}

y recorrido o conjunto imagen de f,

Im(f)y={yeR: 3z e D(f) con f(x) =y}
2. Cortes con los ejes OX y OY.

3. Periodicidad. Menor valor T tal que f(x +T) = f(x) para cualquier
xz € D(f).
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f(—=z) = f(z) para todo = € D(f)
\ v \\ %
\\ /DS //
A
3 \\z 'z/' \\z‘ a‘/ §
\ ) e \ /
N 7 \ /
\/ X Y
Simetria impar si f(—z) = — f(x) para todo = € D(f).
/\\ 1 /\\
Iy ef A
/,; \\ / \\
3 V) \\ 2 ”/’ H \\b ?
\\\\ 7/5 \\ ’/
5. Asintotas.

6. Puntos criticos. Crecimiento, decrecimiento y extremos.

7. Concavidad, convexidad y puntos de inflexion.



1.4 TABLA DE DERIVADAS

1.4.

TABLA DE DERIVADAS

Tabla de derivadas elementales.

Jdabla da€e detlvallds =i o=

1.
2.
3.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

17

W) = nu™ ~ Haz)v'(2)

sen'[u(z)] = cosfu(z)] '(z)

Ccos™ |[ulT

cos'[u(z)] = —sen[u(z)] ¥ (z)
.@Mm:—%%ﬁ=v+éwmwm

. secfu(z)] = seclu(z)] tg [u(e)] v (@)

. cosec'[u(z)] = —cosec[u(z)] cotglu(z)] v'(z)

. cotg’[u(z)] = ——UQI—@)— =—{1+ cotg?[u(z)) ' (z)

sen”[u(z)]

. logy[u(z)] = 13%(%@ ¥(z) paraa >0, a #1

Vil %

[au(z)]/ = qul@) In(a) v/(z)

[eu(z)]/ = eu(z) /()

arcsen’[u(z)] = __ul/_z’__%_
Y1 —us(z)
arccos'[u(z)] = s

V1 —u2(z)

__v(=)
arctg'[u(z)] = W
u'(z) { + siu(z) >1

u(z)y1+ uQ(:t) —siu(z) <1

R ) I { —siu(z) >1
ulo)y/1+u(e) LT siu(z) <1

arcsec'[u(z)] = £

arccosec'[u(z)] = F

u'(z)

arccotg/[u(z)] = ;m
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18.
19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.

26.

27.
28.

29.

sh'[u(z)] = chlu(z)] ¥'(z)
i [u(@)] = shfu()] w(2)

1 [u(z)] = sech?[u(z)] w/(z) = [1 — th’(2)] w/(z)
(

sech’[u(z)] = —sech[u(z)] thlu(z)] v'(z)
cosech’[u(z)] = —cosechfu(z)] cothlu(z)] v'(x)
coth'[u(z)] = —cosech2[u(z)] v(z)=[1- coth2(:n)] u(z)
; i)
rgsh’[u(z)] =
argsh'[u(z)] m
argch’[u(z)] = —;‘—;LI)_LI

w'(z)

argth’[u(z)] = m’ | u(z) <1

; - u'(z) :
argsech’[u(z)] =
grecfu(z)] u(z) \/u2(x) -1 .

. u'(z
u(z) Yul(z) + 1

(@) >3

argeosech’[u(z)] =

argcoth’[u(z)] = LS
=t

(z)

Propiedades de las derivadas.

1
2

3.

- f(@) £ g(@)) = f(z) £ ¢'(z)
[Cf@) =Cf(2)
[f(z) g(a)) = f'(z) 9(z) + f(2) ¢'(z)

4 [L@] _ (@) g(z) - f(z) ¢(2)

9%(x)
{flg@)Y = Flo(@)] d(z)

" g(=)

. Regla de la cadena:
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. Derivada de la funcién inversa: Siy = f(z) yz = fﬁl(y) =g(y), flz)dy) =1



