DERIVACION

Hallar los extremos de las funciones siguientes en las regiones especifi-
cadas:

b) f(x) = 22(x — 1)? en el intervalo [—2,2] y en su dominio.

DOMINIO. D =R.

CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si z%(z —1)? =
0, entonces =0 6 x = 1.
Cortes con el eje OY. Si x = 0, entonces y = 0.

SIGNOS. Claramente f(x) > 0 para todo z salvo f(0) = f(1) =
0.

PUNTOS CRITICOS. f'(z) = 2x(x — 1)(2z — 1). Tendremos
fl(x) =0siysolosiz=0,z=106xz=1/2 siendo f(0) =0,
(1) =0y £(1/2) = 1/16.

Los puntos criticos son © = 0, x = 1y x = 1/2. Veamos de qué
tipo es cada uno. f”(x) = 122% — 12z + 2 siendo f"(0) =2 > 0,
f"(1)y=2>0y f"(1/2)=—-1<0conlo que f tieneen z =0y
en z = 1 dos minimos relativos y en = 1/2 un méximo relativo.
Los dos minimos relativos también lo son absolutos, tanto en el
intervalo [—2,2] como en D = R, ya que f(z) > 0 para todo
x # 0,1. Como f(—2) = 36y f(2) = 4, el maximo absoluto f
en [—2,2] se alcanza en x = —2 y toma el valor f(—2) = 36.
Por otro lado, f no alcanza un méaximo global en D = R ya que
lim, 100 f(2) = +00.

ASINTOTAS. Al ser f(z) un polinomio de grado > 2, no habra
asintotas de ningan tipo.

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
f'(z) =1222 — 120+ 2,y f'(x) = 0siy solo si x = % + %.
Siz € (00,3 — %), entonces f”(x) > 0. Se tiene una region de
concavidad.

Size(3- %, 1+ %), entonces f”(x) < 0. Se tiene una region
de convexidad.

Siz e (5+ %,oo), entonces f”(x) > 0. Se tiene una region de
concavidad.

Tendremos dos puntos de inflexion en z = , ya que f” se
anula en ellos y cambia de signo al atravesarlos (pasa de concava

a convexa en xr = % — % y de convexa a concava en x = % + %)

14 V3
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h) f(z) = ¥/(z + 1)? en el intervalo [—1,2] y en su dominio.

DOMINIO. D =R.

CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si /(z +1)? =
0, entonces x = —1.
Cortes con el eje OY. Si x = 0, entonces y = 1.

SIGNOS. Claramente, f(z) > 0 para todo x salvo f(—1) = 0.

PUNTOS CRITICOS. f'(z) = 2(z+1)~!/3 = 2. Tendremos

T 3t
f'(x) # 0 para todo z. Por otro lado, f’(x) no esta definida en
x = —1, de modo que éste seré el anico punto critico y f alcanzara

en él un minimo relativo, que también serd absoluto, tanto en
[—1,2] como en su dominio D =R, ya que f(—1) =0y f(z) >0
para todo  # —1. Como f(—1) = 0y f(2) = V9, el maximo
absoluto de f en [—1,2] se alcanza en x = 2 y toma el valor
f(2) = V9. Por otro lado, lim, 4+ f(z) = +00, de modo que no
habra méaximo absoluto para f en su dominio.

Veamos el comportamiento de f’ en las proximidades de x = —1
(sabemos que en & = —1 no existe).
lim, , ;- f(z) =lim,_,_,- 3\3/%? = —o0 mientras que

; , 2
hmm_)_ﬁ f’(aj‘) = hmm_,_ﬁ W = +00

ASINTOTAS. No las habra verticales, ya que D = R. Tampoco
las habré horizontales ya que lim, 1~ f(x) = +o0. Estudiemos
las asintotas oblicuas y = mx + n.

1)2/3 2
m= 1im EEVT o 2120
r—-+o00 €T r—=+o00

La segunda igualdad proviene de aplicar la regla de L’Hopital.
Tenemos que tampoco habra asintotas oblicuas (con m = 0, la
unica posibilidad seria la horizontal, lo cual es imposible).

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

f(x) = =3z + 1)~4/3 = W%/m, de modo que f"(z) # 0
para todo z y no esta definida en z = —1. Como f”(z) < 0 para

todo x € R\ {—1}, resulta que la grafica es convexa a ambos lados
de x = —1, que no serd un punto de inflexién.
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j) f(z) =senxcosx en el intervalo [0, 27].

= DOMINIO. D =R.
= CORTES CON LOS EJES. Recordemos la identidad trigonométri-

ca sen 2z = 2senz cosz. Tendremos que f(z) = %, cuya gra-

fica es sencilla de dibujar.

Cortes con el eje OX.

flx)=0&sen2x =0z = kg para cualquier k € Z

Cortes con el eje OY. Si z = 0, entonces y = 0.

= SIMETRIAS. f(—z) = $sen(—2z) = —Fsen(2z) = —f(z). Se

tiene simetria impar.

= PERIODICIDAD. f(z + m) = 3sen(2(z + 7)) = $sen(2z)) =
f(x), de modo que f es periddica de periodo T = .

» SIGNOS. Siz € (0,7/2), f(x) >0ysiz e (n/2,7), f(x) <0. Al
ser f periddica de periodo m, podemos garantizar que f(z) > 0 si
x € (kmkr+7/2)y f(z) <O0siz e (kr+m/2,(k+1)r), siendo
ke Z.

= PUNTOS CRITICOS. f'(x) = cos2z. Entonces f'(z) = 0 <
x = w/4 + kn/2 para cualquier k € Z. En el intervalo [0, 27] se
tienen los puntos criticos {m/4, 2w, 37, Ix} con f(r/4) = 1/2,
F3m) = —1/2, f(3m) =172y f(5m) = ~1/2.
Ademés, f"(z) = —2sen2x con f”(m/4) <0, f/(27) < 0 (méxi-
mos relativos en z = /4y z = 27) y f'(37) > 0, f'(i7) >0
(minimos relativos en z = 37 y x = Z7). Como | f(z)| < 1/2 para
todo zx, los extremos relativos lo son también absolutos.

» PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
Como f"(x) = —2sen2zx, f(x) = 0 & = = kT con k € Z.
Ademas:

Six € (km, km + 7/2), entonces f”(x) < 0 (regiones de convexi-
dad).

Si x € (kv + 7/2,(k + 1)), entonces f”(x) > 0 (regiones de
concavidad).
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1) f(x) = sen®x + cosz en el intervalo [—m, 7] y en su dominio.

En este caso haremos un estudio menos detallado. Prestaremos especial
atencién al estudio de la simetria, la periodicidad y los puntos criticos.

DOMINIO. D =R.

SIMETRIAS. f(—z) = sen?(—x) + cos(—x) = sen?x + cosx =
f(z). Se tiene simetria par.

PERIODICIDAD. f(z+27) = sen?(z+27) +cos(x+27) = f(z).
Periodo T' = 2.

PUNTOS CRITICOS. f'(z) = senx(2cosx — 1). Entonces

senz =0
fllz)y=0&4¢ o &
cosx =1/2

r=kmrconkeZ
& o)
a::§+2k7réx:§7r+2k‘7rconkEZ

Se tienen los puntos criticos {km, T + 2k, 37+ 2k7} con f(m/3+
2km) = f(%w +2kw) = 5/4 vy f(kr) = (=1). En el intervalo
[—7, ] se tienen los puntos criticos {—m, —7/3,0,7/3,7}.

f"(z) = cosx(2cosx — 1) —2sen’x y f”(kn) > 0 (minimo rela-
tivo), f”(m/3 + 2km) < 0 (maximo relativo) y f”(3m 4 2km) < 0
(méaximo relativo).

Como f(—m) = f(m) = —1, se tiene que el méximo absoluto
en [—m, 7] es 5/4 (el mismo que en el dominio) y se alcanza en
x = £m/3, mientras que el minimo absoluto es —1 (el mismo que
en el dominio) y se alcanza en x = +.
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1 DERIVACION

Dibujar la grafica de las siguientes funciones:

DOMINIO. D =R\ {2}.

CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si y = 0, en-
tonces x = 0. Cortes con el eje OY. Si z = 0, entonces y = 0.

SIGNOS. Si z € (—00,0), f(z) < 0. Si z € (0,2), f(zx) < 0. Si
x € (2,00), f(x) > 0.

PUNTOS CRITICOS. f/(z) = 2&=272 — £ ). Entonces
f(x)=0<2=00x=4,siendo f(0) =0y f(4) = 8. Ademas,
tenemos que f’ no estd definida en z = 2, pero en ese punto
tampoco estd definida f, de modo que los puntos criticos son
x =0y x = 4. Veamos de qué tipo son. f”(z) = (8;:21)2 con
f7(0) = —1 < 0 (méaximo relativo en z = 0) y f”(4) =1 > 0

(minimo relativo en x = 4).

ASINTOTAS. Habra una asintota vertical en 2 = 2 y una oblicua
y = max + n (el grado del numerador es una unidad mayor que el
del denominador). No hay asintotas horizontales (deberia ser el
grado del numerador igual o menor que el del denominador).

El comportamiento de la grafica cuando x se aproxima a oo es
el siguiente: lim,_,o f(z) = 00 y lim,—,_o f(x) = —00.

El comportamiento de la grafica en las proximidades de la asin-
2
. o e 2 .
tota vertical es el siguiente: lim,_,,- -5 = —o00, mientras que

. 2 . .
lim,_,o+ ;=5 = +00. Calculemos la asintota oblicua:

f(z)

m = lmy oo =~ =My t00 2% = 1y n = limy 400 f(7) —
max = limg,_ 4o % = 2. De manera que y = = + 2 es la asintota

oblicua.

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Como f"(z) = (8;__21)(31, tenemos que f” no se anula en ningin

punto de su dominio D = R\ {2}. Veamos el signo:

Six € (—0,2), f(x) <0 (region de convexidad).

Siz € (2,00), f"(x) > 0 (region de concavidad). Resulta claro
que no hay puntos de inflexion.
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DOMINIO. D = R\ {+1}.

CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si y = 0 en-
tonces x = 0. Cortes con el eje OY. Si x = 0, entonces y = 0.

SIGNOS. Si z € (—o0,—1), f(z) <0.Siz € (—1,0), f(z) > 0. Si
z € (0,1), f(z) >0.Siz e (1,00), f(z) <O0.

SIMETRIA. f(—z) = 1:?,52 = f(z). Simetria par.

PUNTOS CRITICOS. f'(x) = 2125%) Entonces, f'(z) = 0 <
r =06z = +2, siendo f(0) =0y f(V2) = f(—V2) = —4.
Ademas, f’ no esta definida en x = £1, pero en esos puntos tam-
poco esta definida f, de modo que los puntos criticos son z = 0
y = +v/2. Veamos de qué tipo son. Podria hacerse calculan-
do la derivada segunda, pero es un poco engorroso, de modo que
veremos si f’ cambia de signo al pasar por los puntos criticos.
Siz € (—00,—V?2), fi(x) >0ysize (-2 —1), f(z) <0, de
modo que en = —+/2 hay un méximo relativo. Por simetria, ten-
dremos otro maximo relativo en = /2. Si z € (—1,0), f'(z) <0
ysixz € (0,1), f/(x) > 0, de modo que en 2z = 0 hay un minimo
relativo.

ASINTOTAS. Habra dos asintotas verticales en @ = +1 y no
habré asintotas horizontales ni oblicuas. El comportamiento de la
grafica cuando x se aproxima a +00 es el siguiente: lim, 1o f(x)
—o0. El comportamiento de la grafica en las proximidades de las

4
31 3 1 2 3 3] o -5 x
asintotas verticales es el siguiente: lim,_, ;- 15—

= —00, mien-

4

4
, €T : ¢ g —
tras que lim, , |+ 1z = +oo. Por simetria, lim,_,;- = =
4

400, mientras que lim,_,;+ 1f7 = —00.

PUNTOS D2E 4INF2LEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
f(x) = W y ["(z) = 0 & z = 0. Ademas, f” esta
definida en D = R\ {£1}. Estudiemos el signo de f”. Dando

valores, se tiene que:

Si z € (—oo,—1), f”(x) <0 (regiéon de convexidad).

Siz € (—1,0), f’(x) > 0 (region de concavidad).

Sixz € (0,1), f’(x) > 0 (region de concavidad).

Siz e (1,00), f”(x) < 0 (region de convexidad). No habra puntos
de inflexion.
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1 DERIVACION

h) f(z) =zvx —1

» DOMINIO. D = [1, 0).
= CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si y = 0, en-

tonces debe ser x = 1. Cortes con el eje OY. No hay.

» SIGNOS. Claramente f(z) > 0 para todo z # 1y f(1) =0.

« PUNTOS CRITICOS. f/(z) = (z — 1)/2 + Jz(z — 1)71/2 =
ﬁ. Entonces, f'(z) =0 < x = 2/3 < 1, que esta fuera del
dominio. El dnico punto critico es x = 1, donde no esta definida
[’ v la funciéon alcanza el minimo absoluto f(1) = 0. Observe-
mos que la pendiente de la gréfica al aproximarnos a x = 1 es
lim,_,,+ f'(x) = oo.

» ASINTOTAS. No hay asintotas verticales. El comportamiento de
la gréfica cuando x se aproxima a +oo es el siguiente:

lim, 4o f(x) = +00. De modo que no hay asintota horizontal.
Estudiemos la existencia de asintotas oblicuas:

m = lim @: Iim (z—1)"2 =

r—+oo X r——+00

Tampoco habré asintotas oblicuas.
« PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

f(z) = m (%) y f"(x) =0 < x = 4/3. Ademas f”
esta definida en D = (1,00). Estudiemos el signo de f”. Dando
valores, se tiene que:

Siz e (1,4/3), f"(x) < 0 (region de convexidad).

Siz € (4/3,00), f"(x) > 0 (region de concavidad). Tendremos
que x = 4/3 es un punto de inflexion.

0.7893

o 1 1333
H

Figura 7
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k) f(z) = zel/?

DOMINIO. D =R\ {0}.

CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. No hay.
Cortes con el eje OY. No hay.

SIGNOS. f(x) < 0 para todo x < 0y f(x) > 0 para todo x > 0.
PUNTOS CRITICOS. f/(z) = e¥/* (221), de modo que f'(z) =
0 < x =1, siendo f(1) = e. El tnico punto critico es x = 1. Por
otro lado, f(z) = 6;/;, conlo que f"(1) =e>0yenxz=1se
alcanza un minimo relativo.

ASINTOTAS. Veamos el comportamiento de f cuando x tiende

a +o0.

lim zel/* = 0o lim zel/® =
r— 00 r——00

—0

No habra asintotas horizontales. Veamos el comportamiento de f
en las proximidades de x = 0.

lim ze'/* =0
x—0~

1/x —1/22)el/=
lim zel/* = e — lim % = lim e
—0+ a0t 1/ 20t —1/x a—0+

1z _

o

La segunda igualdad resulta de aplicar la regla de L’Hopital.

De manera que existe una asintota vertical en z = 0 (la gréfica
tiende a oo al aproximarse a © = 0 por la derecha). Estudiemos
la existencia de asintotas oblicuas:

m= lim e/* =1
r—+o00

n= lim ze'/" —z = lim z(e'/*—1)=
x—300 r—Fo00

1/ _

(&

= lim =
z—=+o00 1/1‘ x—*+o00
La pentultima igualdad proviene de aplicar la regla de L’Hopital.

La asintota oblicua es y = x + 1.

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
Calculemos el signo de f”(z) = e;él 1" (z) # 0 para todo x de su
dominio D =R\ {0}.
Siz € (—00,0), f"(x)
Sixz e (0,00), f'(x) >

< 0 (region de convexidad).
0 (region de concavidad).
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m) f(z) =zlnzx

= DOMINIO. D = (0, 00).

= CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX. Si zlnz = 0,
entonces x = 1.
Cortes con el eje OY. No hay.

» SIGNOS. Siz € (0,1), f(x) <0.Siz € (1,00), f(x) > 0.

= PUNTOS CRITICOS. f/(z) = Inz + 1, de modo que f'(z) =

0<Inz=—14 2 =ec!, quesera el tnico punto critico. Como
f"(xz) = 1, tenemos f”(e~') = e > 0, de modo que se alcanza un
minimo relativo en z = e}, con f(e™!) = —e~ 1.

» ASINTOTAS. Tenemos que lim,_,o zInz = 0o, de modo que no
hay asintota horizontal. Veamos el comportamiento de f en las
proximidades de = = 0.

lim 2lnx = lim lni:c_ lim —z=0
z—0t z—0t 1/.@ z—0t

La penultima igualdad se obtiene a partir de la regla de L’Hopital.
No habra asintota vertical en « = 0. Tampoco habré asintotas

oblicuas ya que m = lim; .o Inz = oo.
= PUNTOS DE INFLEXION CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.

Como f"(x) = 5 > 0 para todo z € D = (0,00), la grafica sera
concava. No habra puntos de inflexion.

-0.36 1 ¥

Figura 9
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1 DERIVACION

n) f(x) = (£41)

« DOMINIO.

D={z:(x+1) >0y (z—1) > 0}U{z : (z+1) <0y (z—1) <0} =

={z:z>-1lyz>1}U{r:z<-1lyz<l}=

={z:z>1}U{zr:z< -1}

De manera que D = (—o0,—1) U (1, 00).
CORTES CON LOS EJES. Cortes con el eje OX.

1n<x+1>:0(:>x+1:1<:>x+1:x—1<:>1:—1

de modo que no hay cortes con el eje OX. Tampoco habra cortes
con el eje OY.

SIGNOS. Si z € (=00, —1), f(z) < 0. Siz € (1,00), f(z) > 0.

PUNTOS CRITICOS. f/(z) = x;—fl, de modo que f’(x) # 0 para
todo z en el dominio de f’. La funcion f’ no estd definida en
x = +1, donde tampoco lo estd f, de manera que no hay ningtn
punto critico.

ASINTOTAS. Como lim, 4o f(z) = 0, hay una asintota hori-
zontal y = 0 (esto implica que no va a haberlas oblicuas). Veamos
el comportamiento de f en las proximidades de x = =41 para
detectar posibles asintotas verticales:

lim f(z) = —o0 lim f(z) = o0
rz——1" r—1t
de manera que hay dos asintotas verticales,en x = —1yenx = 1.

PUNTOS DE INFLEXION. CONCAVIDAD Y CONVEXIDAD.
[

Siz € (—o0,—1), f(z) <0 (region de convexidad).

Siz e (1,00), f”(x) > 0 (region de concavidad). No habra puntos
de inflexion.
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1 DERIVACION

Hallar dos ntmeros positivos cuya suma sea 20 y cuyo producto sea el
maximo posible.

Sean x > 0,y > 0 dichos nameros. Entonces x + y = 20. Llamemos
P = 2y = 2(20 — z) = 20z — 22 al producto. Tenemos la funciéon
P(z) = —2% 4 20z y deseamos obtener el valor de z > 0 donde la
funcion P alcanza su maximo valor. Como P'(z) = —2x+420, P'(z) =0
si y solo si = 10. En ese punto se tiene un punto critico (serd un
maximo local, ya que P”(z) = —2 < 0 para todo z, incluido = = 10).
Por tanto, deben ser x = 10 e y = 10, alcanzandose el valor maximo
del producto P = 100.

Hallar las dimensiones del rectangulo de mayor area que pueda inscri-
birse en una semicircunferencia de radio a.

Consideramos la semicircunferencia superior de la circunferencia x? +
y? = a®. Se debe maximizar la funcion A = 2zy = 22va? — 22 =
2z(a? — 22)Y/2 con 0 < z < a.

e \ -

x

Calculemos A’(z) e igualemos el resultado a 0.

1
23:5(a2—x2)71/2(—2:1:)+2(a2—x2)1/2 =0=> ——==Va*—2%2=>

Para z = @ tenemos un punto critico. Como un valor méaximo del
area se alcanza con seguridad y el minimo A = 0 se alcanza en x = a
y « = 0, resulta que A alcanza en x = @ su valor maximo.

Un alambre de longitud L debe cortarse en 2 trozos, forméndose con
uno de ellos un cuadrado y con el otro una circunferencia. ; Céomo debe
cortarse el alambre para que la suma de las areas encerradas por los
dos trozos sea maxima? ;Y para que sea minima?

Si x es el lado del cuadrado y r el radio de la circunferencia, la suma
de las areas buscada es A = 2 + 72, La relaciéon entre = y 7 es
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4x + 2mr = L. Despejando 7 en funcion de z, queda r =
Entonces

(L — 4z).

1
A=2?+ —(L—4x)*
4

Siz = 0, el alambre se usa para la circunferenciay A = 4L—;. Siz = L/4,

el alambre se usa para el cuadrado y A = %. Se tiene que A(x) esta
definida entre z = 0 y x = L/4. Es claro que para x = 0 se alcanza
un area mayor que para x = L/4. Calculemos A’ e igualemos a 0 para
obtener puntos criticos.

L
4+

2
Ax)y=22—=(L—-42)=0=nmz=L—-4r =12 =
Y

Como A"(z) =2+ 2 > 0, A alcanza en z = 4—1—% un minimo local.
Para alcanzar un area maxima debemos hacer z = 0 (todo el alambre se
utiliza para construir la circunferencia), obteniendo A = L?/47. Para
alcanzar un area minima, debemos cortar en z = 4+L7r’ esto es, debemos
emplear una longitud de 4z = 44_% para construir el cuadrado y el
resto para la circunferencia.

Al precio de 1,50 € un comerciante puede vender 500 botes de refresco
que le cuestan 70 céntimos cada uno. Por cada céntimo que rebaja el
precio, el nimero de refrescos vendidos aumenta en 25.;Qué precio de
venta maximiza el beneficio?

Sea x el nimero de céntimos que se rebaja el precio de cada refresco.
El beneficio de cada unidad es 80 — = céntimos y el nimero total de
unidades vendidas es de 500 4 25z. El beneficio total es

B(z) = (80 — x)(500 + 25z) = 40000 + 1500z — 252

Maximizamos esta funciéon derivando e igualando a 0.

B'(z) = 1500 — 50z = 0 = = = 30

Como B"(xz) = —50 < 0, efectivamente, en = 30 tenemos un maximo
local de B. De modo que el precio méas ventajoso es de 1,20 €.

Determinese si las funciones f y ¢ son derivables en z = 0, siendo

2

1 1
_ ) wsen six#0 _ ) a%sen g six#0
/(@) {0 se—0  I@=10 siz=0



1 DERIVACION

F0+h) = £(0)

Estudiemos en primer lugar f(z). Veamos si existe lim

h—0 h
— h 1_9
lim F0+h) - £(0) = lim neeny — 7 = lim sen l
h—0 h h—0 h h—0 h

Pero dicho limite no existe. De modo que f no es derivable en 0.

Estudiemos g(z). Se tiene

_ h2sent — 0 1
i 9O —9(0) _y Aseng =0 et o
h—0 h h—0 h h—0 h

De manera que g es derivable en 0 y ¢’(0) = 0.

Calcular, utilizando la nocién de limite, las derivadas de las siguientes
funciones

L f(x)=1-32%2 2. f(z) =522 32 +2
3. fe) =v1+2z 4. f(z)=2tL

Calculemos el caso 1.

fle+h) = f@) _ 1=3(+h)? - (1322

, = 1/ = 1/ =
(@) hli% h hlﬁﬂo h
_ap2 _
= lim —3h" — bzh = lim (—3h — 6z) = —6x
h—0 h h—0

Calculemos el caso 2.

) = im TEED S

~ lim 5(z+h)?—3(x+h)+2—-52+3x—-2
 h0 h N

5h? + 10xh — 3h
21O — 1fm (5h + 102 — 3) = 10z — 3
h—0 h h—0

Calculemos el caso 3.

o) = tim LE TR 1)

_wmlJ1+ﬂx+h)—¢l+2r V1+2(x+h) +V1+22
h—>0 h V1+2(z+h) +V1+22
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= lim 2h = lim 2
h—=0 h[\/142(z +h) + V1 +22] h=0142z+2h+ 1+ 2z

1
1+ 2z

Calculemos el caso 4.

3+(z+h T
fle+h)—flx) . 1—3((x+h)) -z

/ = — J—
fi(z) = }llli% 3 = }lzli% - =
Bz AR = 32) - 3+ 2)(1 - 32 —3h) _
0 h(1 — 3z — 3h)(1 — 3x) B

10h
= lim

h—0 h(1 — 3z — 3h)(1 — 3z)

y 10 10
T ho0(1-3z—3h)(1—32) (1L—3z)2

Calcilense las derivadas de las siguientes funciones:

1. f(z) = ((e* — tg?z) cos® x)? 2. f(z) = e*sen® x
3. flw) = arctg (222 ) 4. f(z) = B2
5. f(a) = =L 6. /(@) = e*(tg0 — 2)
7. f(x) = cos(x?) 8. f(z) = cos®x
0 fe) = /ot Vit 72 10. (@) = (£2)’
11. f(x) = sen(sen(sen x)) 12. f(x) = cos(tg x)
13. f(z) =2z arctg(2z) — In(v1 +422?) 14. f(z) =1n <2t§307x:21>
1. f'(z) = 2(e” cos2 x — sen? ) (e® cos® —2e® cos T sen xr — 2 sen T cos )
2. f'(z) = e®sen? z(senz + 3 cos x) 3. fl(x)=1/2
4. fl(z) = = ”’—tff 5. f'(x) =senzx + cosx
6. f'(x) = (tg x+tgr —x) 7. f'(z) = —32% sen(a3)
8 fl(z) = —3 sen z cos?
9. fl(x) =5 [x + (x+ x1/2)1/2]_1/2 [1 + %(m + 21/2)71/2(1 + %x_l/g)]

10. f'(z) = 45 @ +1§10 11. f'(z) = cos(sen(sen(z))) cos(sen(z)) cos =
12. f'(x) = —sen(tgx)sec’ 13. f/(x) = 2arctg(2x)
14. f'(z) = 3

2+5senz cosx
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10.

11.

12.

13.

1 DERIVACION

Encuéntrese la ecuacién de la recta tangente a la curva dada en el
punto especificado

a)y=tgaz, (v/4,1) b)y=2senz, (7/6,1)
Caso a). Se tiene 3/ (z) = sec?x. Como y(n/4) = 1, efectivamente el
punto dado pertenece a la curva. La ecuaciéon de la recta tangente es

y—1yo = m(x —xo) siendo (o, y0) = (7/4,1) y m = y'(x0) = y'(n/4) =
sec?(m/4) = 2. Obtenemos

y—1=2(x—m/4).

Caso b). Se tiene y/(x) = 2 cos z. La ecuacion de la recta tangente a la
curva en (7/6,1) es

y—1=V3(x—n/6)

Determinar ¢/ () mediante derivacion implicita sabiendo que 23433 =
6zy y calcular la recta tangente a la curva determinada por la ecuacion
(folio de Descartes) en el punto (3,3). Determinar y/(z) sabiendo que
sen(z +y) = y* cos .

Aplicamos derivaciéon implicita a la primera ecuaciéon para obtener
322 + 3y?y’ = 6y + 62y’. De modo que

,_3$2—6y_x272y

v= 6z — 3y2 22 — 12
Cuando z = y = 3, resulta 3/ = 22__33 = —1. En consecuencia, la
ecuacion de larectaesy —3=—-1(r —3) ox +y = 6.

Para la segunda ecuacion se tiene cos(z + y)(1 + ¢') = 2yy’ cosx —
y? sen x. Despejando 7/ se obtiene

,  y*senz + cos(z +y)
~ 2ycosx — cos(x + )

Y

Calculese, aplicando la derivacion implicita, y'(x) siendo y = arcsen x.

Se tiene seny = x. Aplicando derivacion implicita a esta igualdad,

resulta ¢ cosy = 1, esto es, v/ = Colsy. De manera que 3’ = 1£x

5 -

Derivense, aplicando derivacién logaritmica, las siguientes funciones:

x x / X
a)y=av"  b)y=Tordl

d)y=(nz)* e)y=(1+z)0+)

Caso a). Aplicando logaritmos, Iny = y/z Inz. Al derivar, resulta

c) y = (sen x)®
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/
vo_ —lnm—i-@

y 2V

Inx + 2
I VT
rer (M)

Caso b). Tras aplicar logaritmos, se tiene

3 1
Iny = 1 Inx + 3 In(z% 4 1) — 5In(3z + 2)
Al derivar con respecto a ,

Y i+ x 15
y 4dr 2241 3x+2

de modo que

;a4 3—1— x 15
Y7 TBr+2p \4z 2241 3z+2

Caso ¢). Se procede como en los casos anteriores.

Iny = zln(sen )

y' = (senx)” (ln(senx) + :ccos:c)

sen T

Caso d). Se tiene Iny = zIn(Inx), de modo que

/
Yy 1
2 —In(1 —
Yy n(nx)—i_lnm

En consecuencia,

Y = (Inz)* <ln(ln ) + lnla/:>

Caso e). Aplicando logaritmos, Iny = In(1 4 x)2. Al derivar, se tiene

Y = 2In(1 + x) 1+, de modo que

ey
In(1+ x)

— 2(1 + $)1n(1+x) T
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14.

15.

16.

17.

1 DERIVACION

Dada f(z) = Inz, utilicese que f'(1) = 1 para probar que

lim (1 + )% = e.
z—0

Dado que
1 — f(1 In(1 —In(1
L) i PR SO I e) ()
z—0 T z—0 T
1. ln(l—i—m_ ; 1/ _ . 1/x
_ili%T_i%ln(l—’_x) —ln(ili%(l—i—x) ),

se concluye que h’né(l +z)/* =
T—

Dada la funciéon f(z) = /x + 3, utilicese la diferencial dy para obtener
una aproximacion al valor de /4, 05. Hagase lo mismo con f(z) =Inz
para obtener una aproximacion a In(0,9).

Sabemos que f(a + dz) ~ f(a) + dy. Dado que dy = f'(z)dz y que

f'(x) = s—A—, considerando a = 1 y dx = 0,05, obtenemos

2y +3?

VA0 = £(1,05) ~ f(1) + £/(1)(0,05) = 2+ i(o,os) — 29,0125

Para el segundo caso sabemos que f/(z) = % Elegimos a =1y dx =
-0, 1.

In(0,9) = £(0,9) =~ f(1) + f'(1)(=0,1) = 0+ 1(-0.1) = —0.1

Pruébese, aplicando el teorema del valor medio, que la ecuacién e® —
x — 1 = 0 tiene una tdnica solucién real.

Considérese la funcion derivable f(z) = e* — 2 — 1. Como f(0) = 0, si
existiese un segundo valor real a, pongamos a > 0, tal que f(a) = 0,
por el teorema del valor medio deberia existir un zg € (0,a) tal que
f'(zg) = 0. Sin embargo, f'(z) = € —1 > 0 para todo z > 0, lo
cual nos lleva a contradiccién. Si suponemos a < 0, llegamos a una
contradiccion analoga, ya que f’'(x) < 0 para todo = < 0.

En consecuencia, no existe tal valor real a de modo que f(a) = 0.

Calcilense los siguientes limites haciendo uso de la regla de L’Hopital:
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Inx . e

a) lim b) lim zlnz c) lim —, neN
z—lx —1 r—0t z—o0 N
Inz tgxr —x
d) lim e) lim ——— f) lim (secx —tgx
) 00 \3/5 ) 7—0 £U3 ) x—>%7( g )
Inx
: cotg : T : s e
g) zliré1+(1 + sen4x) h) xliré1+ x i) $11_)H010 Tz
j) lim yzlnz k) lim (V2?2 +2—2) 1) lim (x — Inx)
r—0t T—00 T—00
1 1
a) lim ne :h'mﬁzl
z—1lx —1 z—1 1
| 1
b) lim slnz = lm 2% = m —2% — lim (—z) =0
z—0t z—0t 1/13 z—0t —]./132 z—0t
B x 3 ex eCC 3 e$
¢) lim — = lim =lm —— == lim — =
z—o0 g  z—oo nr™ 1 a—oon(n — 1)z" 2 z—00 n!
, Inz , 1/z , 3
D A, oz = A Tem = A i =0
) 1i tgaz—x_l, sec2$—1_1, QSec2a:tg:c_
¢ wli»% x3 - xgr(l) 3$2 N zli% 6x N
~ lim 4sec? xtg?x 4 2sect —2/6—=1/3
z—0 6
1— _
f) lim (secx —tgx) = lim ST m ST
r—Z z—T~  COST o—T~ —Senw

g) Sea y = (1 + sen 4z)°°*8 %, Aplicando logaritmos, se tiene

In(1 + sen4z)

Iny =
tgx
Aplicando limites, resulta
4cosdx
lim Iny = lim 1504 — 4
r—0+t rz—0t Secx

Por tanto, como y = ey,

lim (1 + sen 43:)C°tgx = lim ¥ = Mot Iny _ o4
z—0t z—0t
h) Sea y = a®. Al aplicar logaritmos y calcular limites se obtiene
Inx 1/z

Iim ny= lim zlnz = lim — = lim = lim (—2) =0
z—0*t Y x—07F z—0%t 1/1’ x—07F —1/$2 IHO‘F( )

En consecuencia,
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lim 2% = lim ¥ = elMeor Iy — 0 —

z—0F z—0t
. , ln;E , 1/.%' , _1/3
VT T T =T =0
) :ELHOlJr = mi%%r =12 :pi%l* _71.%_3/2 B :ci%l* g B

o Nz

K ey S S
= lim, oo T, limy— oo ey 1/2

r—0o0 Tr—00

I
) lim (z —Inz) = lim « (1 - ”) Debido a que
X

1 1
lm B2 g, YT g,
r—oo I r—00 ].

resulta lim (z — Inx) = oo.
r—00

18. Calcilense los polinomios de Taylor siguientes:

a) Polinomio de Taylor de orden 4 de f(z) = v/ + 1 en a = 0. Dar
un valor aproximado de /1,02 utilizando un polinomio de orden
2 vy obtener una estimacion del error cometido.

b) Polinomio de Taylor de orden 4 de f(x) = In {/3+*Z en @ = 0. Dar

1—x
un valor aproximado de In 3 utilizando un polinomio de orden 3.
¢) Formula general del polinomio de Taylor de orden n de f(x) =
senz en a = /6.

d) Formula general del polinomio de Taylor de orden n de f(z) = e,
en ¢ = 0. Dar un valor aproximado del nimero e utilizando el
polinomio de orden 7 obtenido.

Apartado a). f(z) = (z+1)1/2, f/(z) = Lz +1)1/2, f'(z) = —L(z+
D792, (@) = 3+ )72, (@) = —B(a+1) 72

F(0) =1, f'(0) = 1/2, f"(0) = =1/4, f""(0) = 3/8, f*)(0) = —15/16.
El polinomio de Taylor pedido sera

I 5 3 3 1 4
120 TEa” T4t T

1
P470(37) =1+ 5% —

11 1 5
4t L2 3_ 9 4
T T g 3" T 128
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La aproximacion pedida es

1 1
V1,02 = /140,02~ P2(0,02) = 1+ 5(0, 02) — g(0, 02)? = 1,0099

Una cota para el error cometido es

()

3!

[ R2,0(0,02)] = |£(0,02) — P2,0(0,02)] = (0,02 - 0)°| =

1
= ‘m(wr 1)7°/2(0,02)3

1
- W(Q 02)®  para cierto t € (0,0'02)

De manera que |Ry(0,02)| < £(0,02)3 =5-1077

Apartado b). f(z) = Iny/12% = $(In(1 + z) — In(1 — 2)), f'(z) =

3 (H% - ﬁ)v (@) =3 ((xﬁy + (1—1:2)2)’ (@) =3 ((:pfn?» + (1_2:1:)3)7
() =3 (( i+ (14_63:)4)

£(0) =0, f/(0) =1, f"(0) = 0, f"(0) = 2, f(0) =

El polinomio de Taylor pedido sera

1
Pyo(z) =2+ gx?’

Téngase en cuenta que P3g(x) = Pyo(x). El valor aproximado de In3
pedido es

1+0,8 1
In3 = In < : J_FO’8> = £(0.8) ~ P30(0.8) = (0,8)+5(0,8)° ~ 0,9706

Apartado c). Obsérvese que f(z) = senz, f'(z) = cosz = sen (z + ),
f"(z) = —senz = sen (z +2%), f"(z) = —cosz = sen (z + 3%),
fY(z) = senz = sen (v + 4%). Se tiene

M) () = sen (w + kg) .
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1 DERIVACION

De modo que

M (7 /6) = sen (77/6 + k:g)

El polinomio de Taylor pedido sera

(z —m/6)?

Py 7 /6(x) = sen(m/6)+sen(r/6+m/2)(x—m/6)+sen(n/6+) 51

-+ + sen <7r/6 + ng) (& —m/6)" _TZ/G)H =

V3 1z — /6
2

T\ (x —m/6)"
EEL R )R

6
+- -+ sen (7r/ +ng -

[\3\*—‘

Apartado d). f(z) = f'(z) = --- = fY(z) = *. Ademas, f(0) =
F0) == f(0) = 1.
El polinomio de Taylor pedido sera

2 $3 "

Pn70()—1+$+7+§+ +m

El polinomio de Taylor de orden 7 es

2 333 7

xr
P770()—1—|—5L‘+*+§+ +?

La aproximacién al numero e = f(1) pedida sera

1 1
Tt = = 2,718253968

1
P =1+1
7o(1) =1+1+ ST o
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