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1. CUADRICAS

1.1. CuéAdricas. Estudio particular.

Una cuédrica se define como el lugar geométrico de los puntos del espacio
euclideo que, respecto de una referencia cartesiana rectangular, satisfacen
una ecuacion del tipo:

anx? +a22y2 +asgyz? +2a100y 420130242093y 2+ 2001+ 2002y +2a032+0agy = 0

donde a;; € Ry ai1, ass, ass, a2, a13, azz no son todos nulos.
La expresion polinémica de arriba se puede escribir, en forma matricial,
del siguiente modo:

(lxyz)A

e 8 =

siendo A la matriz simétrica:

Qoo | Gp1  Ap2 A3
A — G0 | @11 A12 A13
Qg | G21 A22 (23
Qzop | A31 (32 Aa33

donde a;; = aj; para todo i # j.
A continuacion estudiamos los casos particulares mas interesantes.

1.1.1. Elipsoide real.

La ecuacién en forma candnica de un elipsoide real es

22 |y 22
St t+tE=1

con a,b,c > 0. La matriz asociada sera

0
ol 0o 0 1/

Dados los puntos A; = (a,0,0),As = (—a,0,0),B; = (0,b,0),By =
(0,-b,0),Cy = (0,0,¢) y Cy = (0,0, —c), se consideran las elipses ey, e,
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y ey, contenidas, respectivamente, en los planos {z = 0}, {y =0} y {z =0}
y cuyos vértices son los puntos especificados arriba y contenidos en el plano
correspondiente. El elipsoide que tiene por vértices Ay, As, By, By, Cy, Cy es
el lugar geométrico de los puntos del espacio que se obtienen como la unién
de la familia de elipses, perpendiculares al eje z, y que tienen sus vértices en
las elipses e,. y ey.. Los ¢ejes del elipsoide son las tres rectas que contienen a
los pares de vértices. El origen de coordenadas es el centro de este elipsoide.

Observacion 1.1. Obsérvese que, si a = b, el elipsoide es una superficie de
revolucion que se obtiene haciendo girar la elipse e, ¢ la ey, alrededor del
eje z. Si, ademds, a = b = ¢, el elipsoide es una esfera de radio a.

Las trazas del elipsoide en planos paralelos al plano z =0 (y =0, 2 =0)
dan elipses, salvo para z = ¢ (y = b, x = a), donde oblenemos un punto, y
z>c (y>0b, x>a) donde la interseccion es vacia.

1.1.2. Hiperboloide de una hoja o hiperbélico.

La ecuacién de un hiperboloide de una hoja en forma canénica
es

2

z2 y? z
atprp-—a==1

C

con a,b,c > 0. La matriz asociada sera

-1 0 0 0
a0 e 0o
|l o o 1w, o0

0 0 0 -1/

Dados los puntos A; = (a,0,0),A4s = (—a,0,0),B; = (0,b,0),By =
(0, —b,0), se considera la elipse de vértices Ay, Ag, By, By y ejes las dos rectas
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que contienen a los dos pares de puntos. Consideramos también las hipérbo-
las de ecuaciones i—; — i—z y g—j — i—j (con ¢ > 0) contenidas, respectivamente, en
los planos y = 0 y = = 0. El hiperboloide de una hoja que tiene por ejes los
ejes coordenados y vértices Ay, As, By, By es el lugar geométrico de los puntos
del espacio que se obtienen como la uniéon de la familia de elipses, perpen-
diculares al eje z (eje principal), y que tienen sus vértices en las hipérbolas
descritas. El origen de coordenadas es el centro de este hiperboloide.

Observacion 1.2. Obsérvese que, si a = b, el hiperboloide de una hoja es
una superficie de revolucion, obtenida al hacer girar cualquiera de las dos
hipérbolas alrededor del eje z.

Obsérvese también que el eje principal se corresponde con la variable cuyo
coeficiente es de signo distinto a las otras dos en la ecuacion reducida.

Las trazas del hiperboloide en planos paralelos a z = 0 da lugar a elipses.
Las trazas en planos paralelos a x = 0 (y = 0) dan lugar a hipérbolas si
lz| £ a (ly| #b) vy a un par de rectas que se cortan si |x| =a (ly| =b).

Proposicion 1.1. El hiperboloide de una hoja es una cuddrica reglada, esto
es, estda engendrada por rectas.
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1.1.3. Hiperboloide de dos hojas o eliptico.

La ecuacién de un hiperboloide de dos hojas en forma canénica
es

CL'2 y2 22
etrp-—a=-1

con a,b,c > 0. La matriz asociada sera

1 0 0 0
A 0 1/a®> 0 0
10 0 1/ 0
0 0 0 -1/
Sean a,b,c >0y C; = (0,0,¢),Cy = (0,0, —c). Se consideran las hipér-
bolas que tienen por ecuaciones Z—j — i—i =1y z—i — i—; = 1 y que estan

contenidas, respectivamente, en los planos x = 0 e y = 0. El lugar geométri-
co de los puntos del espacio que se obtienen como la unién de la familia de
elipses, perpendiculares al eje z, y que tienen sus vértices en las hipérbolas
descritas es un hiperboloide de dos hojas que tiene por ejes los ejes coordena-
dos. El eje principal es el eje z, que contiene a los vértices Cy y Cs. El origen
de coordenadas es el centro de este hiperboloide.
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Observacion 1.3. Obsérvese que, si a = b, el hiperboloide es una super-
ficie de revolucion, obtenida al hacer girar cualquiera de las dos hipérbolas
alrededor del eje z.

Obsérvese también que, dada una hipérbola contenida en el espacio, y
dados sus dos ejes de simetria, si la hacemos girar en torno a uno de ellos
obtendremos un hiperboloide de una hoja (de revolucion) y si la hacemos
girar en torno al otro eje, obtendremos un hiperboloide de dos hojas (de
revolucion).

El eje principal se corresponde con la variable cuyo coeficiente es de signo
distinto al de las otras dos en la ecuacion reducida.

Las trazas del hiperboloide en planos paralelos a z = 0 dan lugar a elipses
si |z| > ¢, a puntos si |z| = ¢ y al conjunto vacio si |z| < c. Las trazas en
planos paralelos a x =0 ¢ y = 0 dan lugar a hipérbolas.

1.1.4. Cono eliptico.

La ecuaciéon de un cono eliptico en forma canédnica es

‘,1,/,2 y2 22
st -==0

con a,b,c > 0. La matriz asociada sera

0 0 0 0
Ao e 0o
o o 1w 0

0 0 0 -1/

Dado el par de rectas contenidas en el plano x = 0 y que se cortan en el

origen, Z—j — i—; = 0, y dado el par de rectas contenidas en el plano y = 0y
X

. 2 L2 L.
que se cortan en el origen, % — %5 = 0, con a, b, c > 0, se llama cono eliptico
a (&
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al lugar geométrico de los puntos del espacio que se obtienen como unnién
de las elipses perpendiculares al eje z y que tienen sus vértices en las rectas
descritas.

Observaciéon 1.4. Obsérvese que, si a = b, las elipses pasan a ser circun-
ferencias y el cono se convierte en una superficie de revolucion obtenida al
hacer girar cualquiera de las cuatro rectas alrededor del eje z.

Las trazas del cono en los planos paralelos al plano z = 0 son elipses, salvo
para z = 0, que da un punto. Las trazas del cono en los planos paralelos a
los planos x = 0 e y = 0 son hipérbolas, salvo en x = 0 e y = 0, donde se
obtienen un par de rectas que se cortan.

Proposicion 1.2. El cono es una superficie reglada, esto es, estd engendrada
por rectas.

1.1.5. Paraboloide eliptico.

La ecuaciéon de un paraboloide eliptico en forma candnica es

con a,b > 0. La matriz asociada sera

0o 0 0 -1/2
A 0o e 0o
| o o 1w 0

~1/2 0 0 0

Dadas las parabolas 22 = 2pz e y? = 2qz contenidas en los planos y =
0 v = 0 respectivamente, el paraboloide eliptico engendrado por dichas
pardbolas es el lugar geométrico de las elipses perpendiculares al eje z y
que tienen sus vértices en los puntos de las parabolas dadas. El paraboloide
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eliptico carece de centro y su vértice es la interseccion de las dos parabolas
dadas. Los ejes son los ejes coordenados, siendo el eje principal el eje z.

Observacion 1.5. Obsérvese que, si a = b, las elipses pasan a ser circun-
ferencias y el paraboloide eliptico se convierte en una superficie de revolucion
obtenida al hacer girar cualquiera de las dos pardbolas alrededor del eje z.

Las trazas del paraboloide eliptico en los planos paralelos al plano z = 0
son elipses, salvo para z = 0, que da un punto, y para z < 0, que da el
conjunto vacio. Las trazas del paraboloide en los planos paralelos a los planos
x =0 ey =0 son pardbolas.

1.1.6. Paraboloide hiperbdlico.

La ecuacién de un paraboloide hiperbdlico en forma canénica es

2
z Yoo
@2 T e T r

con a,b > 0. La matriz asociada sera

0 0 0 —1/2
A o e o 0
| o 0o -1/ 0
~1/2 0 0 0

Consideremos, en el espacio euclideo, las pardbolas de ecuaciéon reducida
22 = a’z e y* = —b*z con a,b > 0 y contenidas, respectivamente, en los
planos y = 0y x = 0. El paraboloide hiperbolico generado por estas parabolas
es el lugar geométrico constituido por las pardbolas paralelas a una de ellas
y cuyos vértices recorren la otra. El paraboloide hiperbolico no tiene centro
y su vértice es la interseccion de las dos pardbolas generadoras. Los ejes, en

este caso, son los ejes coordenados, siendo el eje principal el eje z.
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Observacion 1.6. Las trazas del paraboloide hiperbdlico en los planos par-
alelos al plano z = 0 son hipérbolas, salvo para z = 0, que da un par de rectas
ue se cortan. Las trazas del paraboloide en los planos paralelos a los planos
xr =0 ey =0 son pardbolas.

Proposiciéon 1.3. El paraboloide hiperbolico es una cuddrica reglada, esto
es, estda engendrada por rectas.

1.2. Ecuacion reducida de una cuadrica.

Sea la cuadrica que, respecto de un sistema de referencia rectangular fijo,
R = {0, uy,us,us}, tiene coordenadas x,y, z con expresion polindémica:

aj —|—a22y2 +agyz? +2a190y+2a1302+2a93y2+ 2001+ 2002y +2a032+agy = 0

(1)

y expresion matricial:
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1
x 3 ‘
(lxyz)A =0 o X'AX=0 (2)
Yy
A
1
donde X = y y A es la matriz simétrica:
z
Qoo ‘ Qo1 Qo2 Qo3
—t
A — G1p | 11 G12 A13 . Qoo | @
G20 | G21 Q22 Q23 a | Ao
a3p | @31 32 Aa33
a0 a1 a2 a3
con a;; = aj; para todo ¢ 7& j7 a = aso y AO = g1 Q92 Q923
a3o a3p az2 Aass

La matriz Ay representa los coeficientes de los términos cuadraticos del
polinomio, la columna a representa los coeficientes de la parte lineal y agg es
el término constante.

Haremos un cambio de coordenadas rectangulares (una transformacion
ortogonal directa compuesta con una traslacion de ejes) de modo que la
ecuacion polinoémica (1) sea lo mas sencilla posible.

Paso 1. Transformacién ortogonal directa. L.a matriz asociada serd
una matriz ortogonal de orden 3, a la que llamaremos ¢. L.a nueva referencia
rectangular obtenida tras esta transformacion es R* = {O,u}, uj, uj} con
coordenadas x*, y*, z*, esto es,

x x
y | =0 ¥
z z*
0, de modo equivalente,
X =GX"

donde

—_

X" =

P
I
Ve 8 =
SIS
* ¥
<
()
I
N
Ol =
© <
~
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Dado que nuestro objetivo es simplificar (1), esto se conseguira diagonal-
izando la matriz Ay que aparece en (2) mediante la transformacion ortogonal.
Elegimos ¢ de modo que

¢~ Agp = ¢'Agp = D
siendo D una matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal principal son
los autovalores (todos reales) de la matriz simétrica Ay. Recordemos que las
columnas de ¢ son las coordenadas de los vectores de una base de autovec-
tores (unitarios) de Aqy asociados a los respectivos autovalores, cumpliéndose
|¢| = 1. Veamos cuadl es la expresion matricial de la cuadrica respecto de la
referencia R*:

X'AX = (GX*)'A(GX*) = XH"'GTAGX™ = X' A* X~

donde
v taq [ @0 @ _ [ ag a”
w=aao=( g 0 ) = (%
a;j; 0 0
con Ay =D = 0 a3 O
0 0 ai

De este modo, la ecuacion matricial (2) pasa a ser de la forma

XA X* =0 (3)

La ecuacion de la cuadrica respecto de la referencia R*, (3), es més sencilla
que (2) (Aj es diagonal).

Obsérvese que al realizar la transformacion ortogonal, desaparecen los
términos cuadraticos cruzados z*y*, 2*2*, y*2* en el polinomio de la cuadrica
respecto de la nueva referencia R*.
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R = {0, u1,uy, us}

R* = {0, u},us,us}

Queda por hacer una traslacion de los ejes de R*.

Paso 2. Traslacién de ejes. Una traslacion de ejes simplificara atin més
la expresion (3). Denotamos a la nueva referencia rectangular después de la
traslacion como R** = {O**, ui*, us*, ui*} y denotamos por z**, y**, z** a las
nuevas coordenadas.

La matriz de la traslacion sera

1 0
(e 1)

t 1 00
cont* = | t5 | las coordenadas de O** respectode R*e I = | 0 1 0
t3 00 1
Se tiene
1
siendo X** = x**
Entonces,
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con A =T'A*T = (GT)'A(GT). La ecuacion matricial (3) pasa a ser de la
forma

Se prueba facilmente que la matriz A** tiene la forma:

e @00+ 2a't + t'Agt (@ + Apt)'o
o\ (@ + Aot) @' Ao

con t = ¢t*, siendo t* y t las coordenadas respecto de R* y R, respectiva-
mente, del origen O** de la nueva referencia.

Se busca que la parte lineal asociada a A** sea lo mas sencilla posible (si
puede ser, nula) para simplificar la ecuacion (4). Interesa elegir ¢ para que
¢'(a + Apt) = 0. De ese modo, A** serfa diagonal. La condicién a imponer
es, pues,

C_L—i-AOEZ() (5)

No siempre sera posible encontrar un ¢ solucién tnica de este sistema
lineal. De haberlo, esas seran las coordenadas, respecto de R, del centro de
la cuddrica. Si el sistema es compatible indeterminado, la cuadrica tendra
infinitos centros y, si es incompatible, la cuadrica no tendréa centro (caso de
los paraboloides).

R = {0, uy,us,u3}
R* = {0, uj,u}, ui}
R = {0, ui*, us*, uy*}
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Tendremos tres situaciones posibles para la matriz A™* en funcién de que
exista uno, ninguno o infinitos centros:

i) Cuadricas con centro tnico.

La cuadrica tiene centro unico si y solo si el sistema (5) es compatible
determinado, esto es, si |Ag| = |A§| # 0 o, en otras palabras, si los
tres autovalores de Ay son no nulos. En este caso, tras la traslacion,
desaparecen los términos en z*, y* y z*, obteniéndose la matriz reducida

az, 0 0 0
0 af 0 0
0 0 a O (6)
0 0 0 a

A** —

que da lugar a la ecuacion reducida, respecto de R**,

a4+ assyt? 4 a2yt Faks =0
En funciéon de los signos de los coeficientes, los distintos casos posibles
son: elipsoide real, elipsoide imaginario (conjunto vacio), hiperboloide
hiperbolico, hiperboloide eliptico, cono imaginario (un punto) y cono
real.

ii) Cuéadricas sin centro.

a) Siexactamente uno de los autovalores de Ag es nulo (por ejemplo,
ayy = 0) v |A] # 0, se tiene r(Ag) = r(Ay) =2y r(A) =4, de
modo que (5) es incompatible. En este caso no se anulan los co-
eficientes de los tres términos lineales x**, y** y z** y obtenemos
paraboloides. El vértice (el punto O**) se puede obtener deter-
minando el plano ortogonal al eje del paraboloide y que lo corta
en un punto (paraboloide eliptico) o en un par de rectas que se
cortan en un punto (paraboloide hiperbélico). La matriz reducida
resultante para el paraboloide es del tipo

0 0 0 ap

0 a7 0 O

0 0 a3 O (7)
az, 0 0 0
Dependiendo del signo de los autovalores, obtendremos un paraboloide
eliptico o un paraboloide hiperbolico.

A** —




1

CUADRICAS

14

b) Otro caso en que el sistema (5) es incompatible es aquel en que
dos autovalores son nulos (r(Ag) = 1) y 7(A) = r(A™) = 3. Tras
las traslaciones y giros adecuados, queda

0 0
N
A= o
0 0

Qoo
0
0
0

(8)

o O OO

Estos son los cilindros parabélicos.

Cilindro parabdlico y = x

iii) Cuadricas con infinitos centros.

2

a) Si exactamente un autovalor es nulo (a%; = 0) y |A| = 0, se tiene
r(Ap) =2y 2 <r(A) =r(A™) < 3. Tras la traslacion adecuada,

la matriz resultante es

ag, O
w | 0 an
AT = 0 0
0 0

0 O
0 O
5 0 )
0 O

dando lugar a un cilindro eliptico (real o imaginario) o hiperbdlico,
o un par de planos (reales o imaginarios) que se cortan en una recta
real, dependiendo del signo de los coeficientes.
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Cilindro eliptico 2% 4 2y = 1 Cilindro hiperbélico 22 — 23> = 1

Planos reales que se cortan Planos imaginarios que se cortan
en una recta real 22 —2y? =0 en una recta real 2%+ 2y% = 0

b) Si exactamente dos autovalores son nulos o, de modo equivalente,
r(Ag) = 1, (por ejemplo aks = aks = 0) y r(A) < 3, se obtiene

aii 0 0 0

w | 0 @00

A= 09 0 00 (10)
0 0 00

En este caso resultan un par de planos paralelos, pudiendo ser
reales, imaginarios o coincidentes, dependiendo del valor de los
coeficientes.

Planos paralelos reales % = 1 Planos coincidentes reales 22 = 0

¢) Silos tres autovalores son cero, resulta
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am @i ag g
ay 0 0 0
ag, 0 0 0 (11)
az, 0 0 0

A** —

Este es el caso de un plano.

1.3. Invariantes métricos de las cuadricas.

Proposiciéon 1.4. Invariantes métricos de las cuadricas. Las trans-
formaciones rectangulares de coordenadas no modifican |A|, |Ao|, tr(Ao) ni

J(Ayp), siendo
J(Ag) = i1 + ag + ass

donde «ay; es el adjunto de a; en Ag.
En particular:

Al = [A] =A™, |Ao| = [Ao] = A7),

tr(Ao) = tr(Ag) = tr(Ay),  J(Ao) = J(Ag) = J(A7")
Demostracion. Dado que |T| = |G| =1,
A | = |T"A'T| = |A"| = |G'AG| = |A]

Por otro lado, como Ay* = A = ¢'Agp = ¢~ Agg, podemos afirmar que
las matrices Aj* = Aj v Ap son semejantes y, por tanto, tienen el mismo
polinomio caracteristico —A3 + aaA\? — a1\ + ag. Como en el polinomio car-
acteristico as es la traza, a; es J y ag es el determinante de la matriz, queda
probado que

[Ag"[ = Aol = [Ao| - #r(Ag") = tr(Ag) = tr(Ao) vy J(A") = J(Ag) = J(Ao)
O

1.3.1. Coeficientes de la ecuacion reducida en funcién de los
invariantes.

i) En las cuadricas con centro tnico (con |Ag| # 0), los coeficientes
de las ecuaciones reducidas (ver (6)) son
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Por otro lado,

)k kk kk e
ajy, asy v aki son las raices de p(\)

donde p(A\) = —\3 + tr(Ag)A* — J(Ag)\ + det(Ay) es el polinomio car-
acteristico de Aj.

ii) En las cuadricas sin centro, tenemos dos casos posibles:

a) En los paraboloides (cuadricas con vértice), resulta (ver (7)) que

aijl y ass son los autovalores no nulos de AO‘

y |4 = | 4| = —a3? a3ja3, de modo que
— —|Al —|A|
az0 = £/ rar = T\ 704

b) En los cilindros parabolicos (ver (8)), se tiene

afy = tr(Ay") = tr(Ao)

y K(A) = K(A™) = —ag;%att. Hemos denotado K(A) = Ay +
Agg 4+ Asz, que es un invariante métrico para los cilindros y para
los pares de planos. Cada A;; es el adjunto de a;; en A.

Co w2 _ —K(A)
Por consiguiente, ajy” = T (Ao} con lo que

wok —K(A)
oz = 1/ 54,

iii) Si tenemos cuadricas con infinitos centros, hay varias posibili-
dades:

a) En los casos de cilindros elipticos o hiperbolicos y de planos no
paralelos (ver (9)),

J(Ao) = J(AT) = ajjaz; vy K(A) = K(A™) = agaijas;

De modo que

s K(A)
%00 = T(Ao)

ail v ass son los autovalores no nulos de Agy
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b) En los casos de planos paralelos (ver (10)),

tr(Ao) = tr(Ag") = aij

vy J(A) = J(A™) = ahait, siendo

Qoo A2
Q20 A22

Qoo Ao1

J(A) = +

Qoo Ap3
Q10 a1 @30 as3

un invariante métrico. Por tanto,

a** = JA4) _ JA)
00 — ajy — tr(Ao)

¢) Silo que se tiene es un tnico plano (ver (11)), la ecuacion ya esta
en forma reducida.

1.3.2. Clasificacién de las cuadricas en funcion de los
invariantes.

Observacion 1.7. Dado que A, A* y A™ son congruentes, se tiene r(A) =
r(A*) = r(A™) (de hecho, se mantiene el signo de los autovalores). Por
identica razon, r(Ag) = r(Ay) = r(Ay). Si llamamos signatura de A al par
s(A) = (p,q) siendo p el nimero de autovalores positivos y q el nimero de
autovalores negativos, ocurre que s(A) = s(A*) = s(A*) y s(Ay) = s(Af) =
s(Ag")-

En el siguiente esquema encontramos una clasificacion de las cuadricas
en funciéon de los invariantes estudiados:

Caso 1. |A| # 0.

1.1. Si |Ap| # 0 (cuadrica con centro tnico), puede ocurrir:

1.1.a) s(Ag) = (3,0) y |A] > 0. Elipsoide imaginario.
1.1.b) s(Ap) = (3,0) y |A] < 0. Elipsoide real.
1.1.c) s(Ao) =(2,1) y |A] > 0. Hiperboloide hiperbolico.

1.1.d) s(Ao) =(2,1) y |A] < 0. Hiperboloide eliptico.

1.2. Si |Ag| = 0 (paraboloides), puede ocurrir:

1.2.a) J(Ap) >0 (JA| <0). Paraboloide eliptico.
1.2.b) J(Ap) <0 (JA| >0). Paraboloide hiperbélico.
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Caso 2. |A| =0.

2.1 Si |Ag| # 0 (conos), puede ocurrir:

2.1.a) s(Ap) = (3,0). Cono imaginario.
2.1.b) s(Ap) = (2,1). Cono real.

2.2 Si|Ag| = 0 (cilindros y planos), puede ocurrir:

2.2.1 Si J(Ap) # 0 (cilindros no parabolicos y planos secantes)
puede ocurrir:

2.2.1.a) J(4)) > 0y K(A) # 0 con sig(K(A) =
sig(tr(Ap)). Cilindro eliptico imaginario.

2.2.1b) J(A)) > 0y K(A) # 0 con sig(K(A)) #
sig(tr(Ap)). Cilindro eliptico real.

2.2.1.¢) J(Ay) > 0y K(A) = 0. Dos planos imaginarios
secantes.

2.2.1.d) J(Ay) <0y K(A) # 0. Cilindro hiperbélico.

2.2.1.e) J(Ap) <0y K(A) =0. Dos planos reales secantes.
2.2.2 Si J(Ap) = 0 (cilindros parabolicos y planos paralelos)

puede ocurrir:
2.2.2.a) tr(Ag) # 0 con K(A) # 0. Cilindro parabdlico.

2.2.2.b) tr(Ag) # 0 con K(A) =0y J(A) > 0. Dos planos
imaginarios paralelos.

2.2.2.¢c) tr(Ag) # 0 con K(A) =0y J(A) < 0. Dos planos
reales paralelos.

2.2.2.d) tr(A4) # 0 con K(A) =0y J(A) = 0. Dos planos
coincidentes.

2.2.2.e) tr(Ap) = 0. Un plano tnico.

19
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Ejemplo 1. Clasificar y determinar la ecuacién reducida de la cuadrica 2% +
4o + 222 — 2wy — 2wz + dyz — 4y — 4z = 0.

Se tiene
o1 1o Lol -
A= o Ag=| -1 4 2
2 -1 4 2 IR
-2 -1 2 2
con |A| = =8 y |4y = 2. El polinomio caracteristico de Ay es p(A) =

~A=DA =B+ V7)) =B - V7).

Los tres autovalores son positivos, de modo que s(A4y) = (3,0). Ademaés,
|A| < 0, por lo que tenemos un elipsoide real.

La ecuacién reducida se determina a partir de la matriz

—4

AT = 3+VT
3-V7

La ecuacién reducida es

Ejemplo 2. Clasificar y encontrar la ecuacion reducida de la cuadrica 9y +
42% — 36 = 0.

36
A=A = L A=A = 9
4

Como |A| = |Ag| =0, J(Ag) =36 > 0y K(A) = —362 < 0, s tiene un
cilindro eliptico real.
La ecuacion reducida es la del enunciado

2 2
Yy z
2ty =]

Ejemplo 3. Clasificar y encontrar la ecuacion reducida de la cuadrica 2% +
v+ 22— 2oy +222+3r—y+2+1=0.
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1 3/2 —1/2 1/2

1 —-11
32 1 -1 1
A=l 42 1 1 o |0 M= _11 (1) ?
/2 1 0 1
Se tiene |A| = —3/4 y |Ag| = —1. El polinomio caracteristico de Ay es

p(A) = =(A = 1D(A = (1 +v2))(A = (1 = v/2)). Dos de los autovalores son
positivos y uno negativo, de modo que la signatura es s(A4g) = (2, 1). Tenemos
un hiperboloide eliptico (hiperboloide de dos hojas).

La matriz asociada a la ecuacion reducida es

3/4
1

AT = 1++2

1-+2

La ecuacion reducida es

:L,**2 y**Z 2’**2

_ + —
(v3r) (Viom) (Vo)

Ejemplo 4. Dada la cuadrica 2% + 2y* + 22 — 222 + 42 + 4y + 5 = 0, se pide:
clasificacion y ecuacion reducida.

5 2 20
2 1 0 -1 Lo
A= o Ag=1| 0o 2 0
2 0 2 0 o1
0 -1 0 1
Ademas, |A| = —8 y |Ao| = 0. Se tiene un paraboloide eliptico. El poli-
nomio caracteristico es p(\) = —A\(A —2)?, de modo que el autovalor no nulo

es el 2 (doble). Se tiene ajf = ak} = 2. Por otro lado, aff = £/ —‘—‘3" =42
Escogemos el signo opuesto al de los autovalores. La matriz A™ es

0 0 0 a 0 00 —/2
g | 0@ 00| 0 20 0

0 0 a3 O 0 02 0

aty 00 0 V2 00 0
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Ejemplo 5. Dada la cuadrica 2%+ (m+1)y*+mz?—2yz+2zxy+2w+22+4 = 0,
se pide determinar m para obtener un paraboloide hiperboélico y hallar la
ecuacion reducida en este caso.

L1 o L1
A=10 1 my1 -1 |0 M= (1)m_+11 -1
10 -1 m m

Tenemos |[A| =3m?*—1—-2m = (3m+1)(m—1)y |Ag| = (m—1)(m+1).
Para que la cuadrica sea un paraboloide hiperbolico debe ocurrir que |A| > 0

y |Ao| = 0. Esto solo ocurre si m = —1, de modo que la matriz asociada sera
41 0 1
11 1 0
A= 01 0 -1
10 -1 -1
En este caso, |A] = 4 y |Ao| = 0. El polinomio caracteristico de Ag es
p(A) = A(3 — \?). Los autovalores son A = 0, A = v/3 y A = —v/3. Dado que
J(Ap) = —3, la matriz asociada a la ecuacion reducida es

0 0 0 a 0 0 0 —2/V3
g | 0 @it 00 | 0 V3 0 0
0 0 a¥ O 0 0 —v3 0
azp, 0 0 0 —2/v/3 0 0 0
La ecuacién reducida es
4 sk 2 sk 2
\/537**2 _ \/gy**2 o —Z** -0 o x _ Yy _ Z**

Ve (Vi) (vir)

1.4. CAlculo de los elementos de una cuadrica.

= Centro y ejes de cuadricas con centro. Si la cuadrica tiene centro
(o centros), éste se obtiene resolviendo el sistema lineal (5), a+ Agt = 0.
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Los ejes se obtienen a partir de los autovectores asociados a los auto-
valores de Ay (las columnas de ¢) apoyados en el centro. En concreto,
el eje principal de un hiperboloide o un cono se corresponde con el
autovector correspondiente al autovalor de signo distinto a los otros
dos.

Ejemplo 6. Dado el hiperboloide eliptico del ejemplo 4, 22 + y? 4 2% —
2y +2xz+3r—y+2+1 = 0, obtener su centro, sus ejes y sus vértices.

1 3/2 —-1/2 1/2

1 -1 1
32 1 a1
A= -1/2 -1 1 0 |’ Ao = _11 (1) (1)
/2 1 0 1
Dado que |A| = —3/4, |Ao| = —1 y el polinomio caracteristico de Ay

es p(A) = —(A = 1)(A = (1 +v2))(A — (1 — v/2)), se deduce que

3/4
AT = 1 142
1-v2
y la ecuacion reducida es
2 Y2 2

2 3 2 + 3 2
( 3/4> ( 4(1+\/5)> < 4(\/§—l)>

El centro, ¢, se calcula resolviendo el sistema lineal

C1 —3/2
AO Co = 1/2
C3 —1/2
1/2
Se obtiene ¢ = 1
-1

Los ejes se determinan a partir de los autovectores asociados a los
autovalores de Aj.
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Vi :L{(()?lvl)} ‘/1+\/§:L{(\/§>_171)} ‘/1_\/§ZL{(—\/§,—1,1)}

La matriz del giro, ¢, sera

0 V2/2 V2/2
1/vV2 —1/2 1/2
1/vV2 1/2 —1/2

Debemos asegurarnos de que |¢| = 1. Por eso hemos cambiado el signo
de la dltima columna. Calculemos los tres ejes.

El eje X** es

¢

x 1/2 0

y | = 1 +A1 1

z -1 1
El eje Y** es

T 1/2 V2

y | = 1 +A|l —1

z —1 1
El eje Z** es

T 1/2 V2

y | = 1 +A 1

z —1 —1

El eje que corta al hiperboloide es el asociado al autovector del autovalor
de signo distinto (el eje Z**).

Los vértices se encuentran sobre el eje Z**. En conccreto, dado que la
ecuacion reducida es

*%2 %2 *% 2

x Y z

2 3 2+ 3 2 )
(va) (Vi) (Vo)

resulta que a = /3/4, b =, /4(\/§T1) yc= ,/ﬁ, y los vértices v y

w seran, por tanto:
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vy 1/2 3 —V/2/2
Vs 1 V2= )

ws 1) Vavz-n

i A
= ;IIJ,I y
AT e
37
T

Las coordenadas de uj*, us* y u3* son las columnas de ¢

= Vértice y ejes de los paraboloides. El eje se obtiene apoyando
en el vértice el autovector asociado al autovalor 0 (la columna de ¢
correspondiente a A = 0). Los otros dos ejes (secundarios) se obtienen
apoyando en el vértice los autovectores dados por las otras columnas de
¢. Para obtener el vértice, se corta la familia de planos perpendiculares
al eje de la cuadrica con ésta. Si el paraboloide es eliptico, existe un
plano que lo corta exactamente en un punto que seré el vértice. Si el
paraboloide es hiperbélico, existe un plano que lo corta en dos rectas
cuya interseccion es el vértice.

Ejemplo 7. Dado el paraboloide eliptico del ejemplo 5, 22 + 2% + 22 —
2z +4x + 4y + 5 = 0, se pide: vértice y ejes.

3%3—01 L0 =1

A= . A=1| 0 2 o0
2 0 2 0 Lo
0 -1 0 1
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El polinomio caracteristico es p(A) = —A(A — 2)? y la matriz A** es
0 0 0 ay 0 00 —v2
| 0@ o o | [ 0o 20 o0
0 0 af 0 0 02 0
aty 00 0 2 00 0

Por consiguiente, la ecuacién reducida sera

.T**2+y**2 _ \/EZ**

Calculemos el vértice v. Para ello debemos tener en cuenta el autovector
asociado al autovalor nulo:

‘/0 = L{(lvoa 1)}

El eje principal del paraboloide estd apoyado en el vértice y tiene la
direccion del autovector (1,0, 1). Cada plano del haz de planos paralelos
de ecuaciones x + z = m es perpendicular al vector (1,0, 1). Buscamos,
de entre todos estos planos, aquel que corta a la cuadrica en un punto.
Dicho punto seré el vértice, v, buscado. Sustituimos z = m — z en la
ecuacion de la cuddrica para obtener el haz de conicas resultante de la
intersecciéon de cada plano con el paraboloide. Se tiene

42 + 2y + dx + 4y —dam +m* +5 =0 1]

En esta ecuacion solo aparecen las incognitas x e y. Se interpreta como
un haz de cénicas que clasificamos a continuaciéon. La matriz B asociada
es

m>+5 —2m+2 2
B = —2m+ 2 4 0
2 0 2

Buscamos el valor de m que hace que esta cénica sea un par de rectas
imaginarias que se cortan en un punto real. Para ello debe ocurrir que
|B| = 0y |By| > 0. Como |Byg| =8 > 0, la tnica condiciéon que falta
por verificar es |B| = 16 + 16m = 0 que equivale a pedir m = —1. El
plano buscado es

n={x+z=-1}
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Sustituimos en [1] el valor m = —1 y tenemos

42 + 20 +8x +4y+6=0

Despejando la x, queda

—8 4+ /64 — 16(2y% + 4 6 1

Dado que s6lo puede haber una z como solucion, debe ocurrir —2y? —

4y — 2 = 0, esto es, y = —1. Tenemos que el vértice tiene coordenada
vy = —1, vy = =1y, sustituyendo en z =m — x, v3 = —1 — (—1) = 0.
Por tanto,
-1
v=| -1
0

Los ejes se obtienen a partir de los autovectores. Al hacer los calculos,
resulta

‘/():L{<_1v07_1)}7 Vi :L{(_1’071)7(071’0)}

Debe recordarse que los tres autovectores han de ser perpendiculares
(los que se obtengan del autovalor 2 deben elegirse perpendiculares).

Eje X**

T —1 -1

y | =1 -1 ]+ 0

z 0 1
Eje Y**

T —1 0

y = —1 +A| 1

z 0 0

Eje Z**
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T —1 —1

y |=1 -1+ O

z 0 -1
z

Para asegurarnos de que la figura es correcta y que el paraboloide
apunta en el sentido dado por el vector (—1,0,—1) y no en el senti-
do del vector (1,0, 1), basta coger el punto (—1,—1,0) + (—1,0,—1) =
(=2,—1,—1) y considerar el plano de la familia  + z = m que pasa
por él. Este plano es z + z = —3, de modo que m = —3. En ese caso
|Bo| =8 >0, tr(By) =6y |B] = —32 < 0 por lo que el corte con la
cuidrica es una elipse real. Esto indica que el semieje positivo de x**
tiene el sentido del vector (—1,0,—1) y la figura es la adecuada.

= Ejes de los cilindros. En los casos de cilindros elipticos o hiperbélicos,
el eje esta determinado por la solucion de (5) (una recta de centros).
Su direccién coincide con la columna de ¢ asociada al autovalor nulo.
Los otros dos ejes (secundarios) vienen dados por las direcciones de las
otras dos columnas de ¢.

En el caso de cilindros parabdlicos, se tiene que los autovalores son
aj] # 0 con autovector vy, tangente en el vértice a la secciéon recta del
cilindro, a%; = 0 con autovector vy, el eje de la seccién recta, y a3; =

con autovector vs, que determina la direcciéon de las generatrices del
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cilindro. Para distinguir v, de vz, basta considerar la recta que genera
cada uno. Si la recta A\vy corta al cilindro en un solo punto, v, determina
el eje de la seccion recta del cilindro. Si Avy no corta al cilindro o
estd completamente contenida en él, vy determina la direccion de las
generatrices. En cuanto localicemos la recta formada por los vértices
de las secciones rectas (con vector director vs), tendremos todo hecho.
Para ello basta considerar el vector vy, eje de las secciones rectas, y
los planos perpendiculares al mismo. Nos quedaremos con el plano que
corta a la cuadrica en, exactamente, una recta, que sera la recta de
vértices.
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